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TOM TAT

Cung i su phat trién clia khoa hoc ky thuat, cac két cau c6 kich thudic nano ngay cang dugc ding dé ché tao cic thiét bi vi co dién td, cac cdm bién hiéu sudt
cao trong cac thiét bi cdng nghé cao str dung trong cdng nghiép quéc phong, céng nghiép ban dan. Do vay, can ¢d nghién citu tong thé vé nhiéu khia canh khac
nhau nhu vat liéu, t6i uu hinh hoc, cdng nghé ché tao,.. trong d6 nghién ciiu chi ra cac dap ting ca hoc cla dam kich thudc nano d€ phuc vu bai todn thiét ké la
mot van dé o nhiéu y nghia thuc tién. Bai bao nay st dung phuong phap gidi tich va Iy thuyét dam c6 dién dé phan tich 6n dinh tinh ctia dam kich thugc nano
trong méi trudng nhiét @6 va do dm, trong d6 anh hudng cta hiéu (ng kich thudc, bién dang I6n va hiéu (g flexoelectric ciing dugc tinh d&n nham lam ting y
nghia khoa hoc ctia van dé nghién ctiu, dac biét [a gan vdi thuc té lam viéc clia cac két cau nay trong thuc té. Bai bdo ciing chi ra anh hugng clia mot s6 tham s6
hinh hoc, vét liéu, mdi trudng nhiét dm dén tai tGi han cta dam kich thudc nano, day la nhiing khuyén cao quan trong gidp cac ky su tham khao d€ lua chon
thong s hgp Iy khi thiét ké két cdu dang dam kich thudc nano trong thuc té.

Tirkhéa: On dinh, ddm nano; phung phdp gidi tich; dan hi phi cuc bg; flexoelectric,

ABSTRACT

With the rapid development of science and technology, nanoscale structures are increasingly used in the fabrication of microelectromechanical systems
(MEMS) and high-performance sensors in advanced technologies applied in defense and semiconductor industries. Therefore, comprehensive studies on various
aspects such as materials, geometric optimization, and manufacturing technologies are essential. Among these, investigating the mechanical responses of
nanoscale beams serves as a fundamental basis for design applications, offering significant practical implications. This paper employs an analytical method and
classical beam theory to analyze the static stability of nanoscale beams under thermal and moisture environments. The effects of size dependence, large
deformation, and the flexoelectric phenomenon are incorporated to enhance the scientific significance of the study and better reflect the actual working
conditions of such structures. Furthermore, the paper highlights the influence of several geometric, material, and thermo-hygro parameters on the critical
buckling load of nanoscale beams. These findings provide important guidance for engineers in selecting appropriate parameters for the design of nanoscale
beam structures in practical applications

Keywords: Stability, nano beam; analytical method; non-local elasticity; flexoelectric.
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1. GIGI THIEU diéu nay la do cac dac trung co tinh cla vat liéu thay déi
Trong thuc t& méi truding c6 nhiét dé va do 4m cao theo nhiét d6 va dé am. Thém vao dé luc phat sinh do
déu anh hudng dén kha ning lam viéc cla cac két csu, Nhiét d6 va do am lam cho dap ting co hoc clia cac ket
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cdu co su thay déi dang ké. Viéc nghién ctu dé chira cac
dap ung nay cling thu hut dugc sy quan tam clia cac nha
khoa hoc. Hoan va déng nghiép [1] da chi ra anh hudng
cla moi trudng nhiét d6 dén tan sé dao déng riéng phi
tuyén cia dam nano, nghién ctu dugc thuc hién nhg
phuong phap trung binh ki€éu mai va ly thuyét bién dang
cat kiéu mai. Cling dua trén ly thuyét bién dang cat kiéu
mai, Cuong va nhém nghién cdu [2] da phan tich dnh
huéng cda nhiét d6 dén én dinh tinh tuyén tinh ctia dam
nano hiiu co tua trén nén dan hoi kiéu mai trén co sé cla
phuong phap Galerkin. Anh hudng clia moi trudng nhiét
am dén dao dong cta dam kich thudc nano ciing dugc
Binh va déng nghiép chi ra trong céng trinh [3]. Trong bai
bao nay, cac tac gia da chird phé dao déng clia dam nano
trong mién tan s6 khi dam nay chiu kich dong ngau
nhién, day la moét bai toan khé va c6 nhiéu y nghia, tuy
nhién cling chua cé nhiéu cong trinh nao dé cap dén van
dé nay, nhung nhom tac gia da giai quyét triét dé.

Dé giai quyét bai toan ddi vai cac két cau kich thudsc
nano, cac ly thuyét tinh toan cé dién khong con phu hop
vi khéng mo ta ding ban chat tuong tac clia cac két cau
nay khi & kich thuéc c& nano. Do vay, cac nha khoa hoc
phaéi s dung dén moét s6 ly thuyét ki€u mai nham lam
rd anh hudng cla hiéu Ung kich thuéc dén dap tng co
hoc cla cac két cau nay, va mot trong nhiing ly thuyét
thudng dugc st dung trong thuc té la ly thuyét bién
thién bién dang va ly thuyét dan hoi phi cuc bé. Dua trén
ly thuyét bién thién bién dang Duc va déng nghiép [4]
da nghién ctu én dinh tinh cGia tdm nano c6 vét nut va
hiéu (g flexoelectric dua trén su két hgp clia phuong
phap phan ti hiu han va ly thuyét trudng pha. Tién va
nhom nghién ctu [5] st dung ly thuyét dan hoi phi cuc
bd va phuong phap gidi tich dé nghién ctu chuyén vi
udn va tai téi han cta tdm nano hiu ca. Lan va cong su
[6] 4p dung ly thuyét dan héi phi cuc bé va phuong phap
Galerkin ki€u méi dé phan tich tai t6i han ctia dam goém
hai I1&p vat liéu chiu tai trong nén. Ly thuyét dan héi phi
cuc bo cliing dugc Tho va déng nghiép [7] si dung két
hop véi phuang phép giai tich dé trinh bay nghién cdu
dap Uing uén tinh ctia tdm nano nhiéu I6p c6 ké dén anh
huédng clia hiéu Ung kich thudc. Toan va cdng su [8] sU
dung ly thuyét bién thién bién dang va bién dang cét cai
tién ki€u mai dé chi ra dap (ng 6n dinh va tan sé dao
déng cda tdm nano tua trén nén dan héi bién déi. Tién
va nhom nghién ctu [9] da két hgp ca ly thuyét dan hoi
phi cuc b, phuong phap giai tich va phuong phéap phan
t&r hitu han dé phan tich chuyén vi uén va tan sé dao
dong riéng cdia tdm nano hitu co.
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Tu cac cdng trinh nghién clu da cong bé, viéc nghién
ctiu 8n dinh ctia dam kich thudc nano trong moi trudng
nhiét am, k€ dén anh hudng cla hiéu ung flexoelectric,
bién dang I6n va la van dé cé nhiéu y nghia thuc tién
nhung chua dugc chi ra trong céng trinh nao, vi vay bai
bao st dung 1&i giai chinh xac dé tim ra & gidi d8i véi bai
toan nay, cac céng thuc tinh toan dugc thiét lap tu ly
thuyét dam cé dién, giup cac nha khoa hoc hiéu ré hon
ban chat clia cac dap tng ctia dam kich thudc nano trong
mai trudng nhiét 4m, déng thai cling ho trg bai toan thiét
ké trong thuc té.

2. MO HINH BAI TOAN VA LOI GIAI

Dam dat trong moi trudng nhiét dm dugc mo hinh va
thé hién nhu trén hinh 1. Chiéu dai cla dam la L, mat cit
ngang dam co6 chiéu cao la h. Dam dugc ché tao bang vat
liéu ap dién co hiéu tng flexoelectric, dat dam trong hé
truc toa d6 Bé Cac Oxz nhu hinh vé, truc Ox doc theo truc
dam va truc Oz vuéng goc vai truc dam.
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Hinh 1. Dam kich thudc nano dét trong méi trugng nhiét dm
Chuyén vi doc theo truc dam va chuyén vi vuéng goc
Vi truc dam theo ly thuyét dam c6 dién c6 dang:
ow, (x,y,0)

u (x,y,z)=u,(x,y,0)—z
,(X,y,2)=u,(x,y,0) o M)

u,(x,y,z)=u,(x,y,0)

VGi Ug la chuyén vi trén truc trung hda clia dam (z = 0)
Vva U, la chuyén vi vuéng géc vai truc dam.

Bién dang dai ctia dam:

& =& +2¢; (2)
trong dé
2 2
802%4_1 auz ;ezz—a uzz (3)
ox 2\ ox OX
Su bién thién ctia bién dang dugc tinh theo cong thic:
o’u
=—— 4)
XXZ axz
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Dam kich thudc nano, anh hudng cuta hiéu tng kich
thudc dugc xem xét trong nghién clu nay dua trén ly
thuyét dan héi phi cuc bd, ting suat va bién dang c6 sy

lién heé:
(1_®5Vi)0x =E£x _e31Vz (5)
Wiz = 'f14Vz (6)
Pz =€e3&x+ K33Vz + f14nxxz (7)

trong do, f14 1a hé s6 flexoelectric, tham s6 k; la hé s6
dién moi; Pu 1a M6 men Ung suat; V, la dién trudng va P,
la chuyén vi dién clia phat sinh do bién dang co hoc.
Ap dung dinh luat Gauss, ta cé:
oP

2-0
. (8)

Dam théa man diéu kién bién 1a chuyén vi dién triét
tiéu tai cac bé mat trén va bé mat duéi cia dam, do vay ta
tim dugc biéu thiic cta dién trudng:

2 2 2
VI f, 0u _e318uzz+f146uZ ©)

z XX

2 2
Kss Ky OX° Ky OX Ky; OX

Trudng ndi luc ctia dam nano gém luc doc (Fy) va mo
men (M), dugc tim ra tu tich phan theo chiéu day clta
dam:

-h/2

F -0V, = [ (Ee,—e,V,)dz
-h/2 (-I 0)

M, —OVIM, = [ (Ee, —e,V,)zdz
(11)

VGi cac hé so:

A —-h/2 1
(o el e

Dé thiét lap phuang trinh can bang cho dam, nghién
cdu nay st dung nguyén ly cong do:

80, -50, =0 (13)
trong d6, 60, la cong kha di ciia dam do bién dang,
con 80, la cong kha di cla luc tadc dung l1én dam nano,

chuing c6 biéu thic cu thé:

—h/2

80, =[ [ (0,8(e,)+¥,,8n,,, )dzdS (14)

S -h/2
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= [(F,8¢, +M, 8¢, +T,,,8n, )dS
S

5 6L ou, _( Ou,
oxX  Ox 19)4
:J. o’u, o%u s
| -MS| —2 |-T,.6| —
ox? oX
666FX u, +§(FX %}SWZ
= ZX X . X ds
N 0 N2|x (SUZ 0T, XXz (S
oX ox?
trong do:
~h/2 2 2
o°u hf
.[ LPxxzdz a 2Z ;ATb =—1 (15)
X K

—h/2

Dam chiu tac dung ctia luc nén doc theo truc dam F,,

déng thai méi trudng nhiét am cling tao ra luc phét sinh

do nhiét va luc phat sinh do dé am, do vay téng céng kha
di clia cac ngoai luc nay c6 dang:

nauz 5 ou, ds
ox \ Ox

ou, ou,
IF xé(ax)ds IF Ox (5X]ds

S

33

(16)

vGi Fy va Fr la luc phat sinh do d6 am va nhiét doé:
—h/2
Fy= [ EBAMdz
—~h/2
—h/2

F,= [ EaaTdz
—h/2

vGi ava B 1an lugt la hé s6 gian nd nhiét va hé s6 gian
ng vi dd am cda vat liéu, AT va AM lan luot 1a d6 chénh
[éch nhiét 6 méi trudng so vaGi nhiét dé khéng phat sinh
(ng suat d6 chénh dé dm clia moi trudng so véi dé am
khong phét sinh (ing suat cla vat liéu.

Thay céc biéu thuic (14)-(17) vao phuong trinh (13), ta
c6 hé phuong trinh:
OF,
Ox

2 2 2 2
Su, :N, ixu; —aaigx _aa;l(:;(z —(F, +F, +FT)%:O (19)

Luc nay, luc doc truc dam dugc suy ra tir biéu thic (5)
c6 dang:

-h/2
Fo= [ (Ee,—e,V,)dz= Aoeo—%—ﬁ“hg

—h/2

A, Ay 1 (au ) , Eafish azuzz
Ox OX Ky;  OX

(17)

Su, :

=0 (18)

z

K33
(20)
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Vi dam c6 hai dau tua don, diéu kién bién tai hai dau
dam uo (x=0) = uo (x=L) =0, ltic nay biéu thiic (20) dan dén:
A, § : fho?
FX:_OJ.(%j dx+mfa_%dx (2‘])
2L 5\ ox KL 5 Ox
Sau khi bién déi, ta tim dugc phuong trinh can bang
cho ddm nano trong méi trudng nhiét d6 va dé am, cé
tinh dén hiéu (ng kich thuéc va hiéu ting flexoelectric:

d’u o*u
(F, —F, —F, —FT)aT;—(Df(FX R R )=
a2T>(>(z 2 64Txxz e;] h3 a4uz (22)
——2E O+ | A, =
Ox OX Ky 12 ) OX

Thay biéu thuc cta Fy tir (20) vao phuong trinh (22),
phuong trinh can bang ctia dam nano trong méi trudng
nhiét &m c6 dang:

L 2 L ~2
ij(%J dx+—e3‘f‘4hja—u;dx 2,

23\ ox ok o 0¢
_Fn_FM_FT
L 2 L A2
) ij(%j dx+e31—f“‘hja—‘?dx &'y, (23)
07| 2L\ ox Kyl 5 OX ra
_Fn_FM_FT
o'u fu e’ h*\o'u
A, —2 O Ap—2 |+ A, -2 — |=—2=0
™ o L(“*ax"’j(ﬂ Ky 12 ) X

Giai phuong trinh (23), ta sé thu dugc tai téi han F,
gay mat 6n dinh cho dam nano trong méi trudng nhiét
am. Nghién ctu nay st dung phuong phap giai tich dé
chi ré bi€u thuc cu thé cla tai F,, d€ lam dugc diéu nay,
ta s dung dang nghiém cuta chuyén vi & chudi lugng
giac nhu sau:

uz = UOZ Sln[%j (24)

trong do, U, la bién d6 ctia chuyén vi u,.
Két hgp (24) va (23), ta c6 phuong trinh:

2
i[ﬂ] U(Z)z _ e31f14h(zjuoz
4\ L Kk \ L

—N, =Ny, —N;
A (mY . 2e.f.h(m 2
Dol T2 _<Sanhalll By
v & 2
- -F-FK

Y |[(mY e W \(mY
AL 1-O = | || = | +|A,——=2—|[—]| =0
{ (L] }[L) [ i K3312](L)
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Giai phuong trinh (25), ta thu dugc biéu thuc tai téi

han clia dam nano trong méi trudng nhiét am

=" HuF (26)

L Kq 12

33

1 , (As 2
(7] WRELIH

Bi€u thuic (26) chinh la céng thic tinh tai téi han cla

dam nano dat trong méi trudng nhiét dm, c6 ké dén anh
huéng cla hiéu Ung kich thudc va hiéu ting flexoelectric.
3. KIEM TRA SU TIN CAY CUA LOI GIAI

Vi du so sdnh 1: Dam kich thudc nano c6 chiéu dai

L = 10nm, chiéu day ctia dam la h véi gid tri cta ty l1é L/h
bién dai tir 10 dén 100, ca tinh vat liéu E = 30MPa, v=0,3.
Dam nano chiu tac dung cua tai trong nén doc theo truc
dam, bang 1 liét ké két qua so sanh tai téi han ctia dam
dugc tim ra bang cac phuang phap tinh toan khac nhau,
trong d6 tai liéu [10-12] tinh todn dua trén IGi giai chinh
Xac va tai liéu [13] tinh toan bang phuang phap s6. Su
tuong dong gitra két qua clia nghién cliu nay vaéi cac két
qua da cong bo ching té su hgp ly va tin cay cda ly thuyét
tinh toan dugc trinh bay & phan trén.

Bang 1. So sanh tai tdi han ctia ddm nano vdi nhiéu gia tri khac nhau ctia

chiéu day

¢.(nm)
0 1 2 3

Uh | Tailiéu

Tai liéu [10] 9,86 8,98 8,24 7,61
Tailiéu [11] 9,86 8,98 8,24 7,61
100 |Tailiéu[12] - - - -
Tai liéu [13] - - - -
Bai bdo 9,89 9,01 8,26 7,63

Tai liéu [10] 9,85 8,97 8,23 7,60
Tailiéu [11] 9,86 8,98 8,24 7,61
20 |Tailiéu[12] 9,80 9,57 9,34 9,13
Tai liéu [13] 9,86 8,98 8,24 7,61
Bai bdo 9,89 9,01 8,26 7,63

Tai liéu [10] 9,81 8,93 8,20 7,58
Tailiéu [11] 9,86 8,98 8,24 7,61
10 |Tailiéu[12] 9,62 8,75 8,03 742
Tai liéu [13] - - - -

Bai bdo 9,89 9,01 8,26 7,63
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Vi du so sdnh 2: Xét dam chiu bién dang I6n, dam co
chiéu dailaL vaty 1é L/h = 20. Két qua tinh toan va so
sanh gilia 1Gi gidi ctia nghién cu nay so véi két qua cua
|01 gidi chinh xac trong tai liéu [14] dugc vé nhu trén hinh
2. Su bam sat cta hai dudng cong ching to két qua cua
nghién clru nay rat gan vaéi két qua da cong bé trong tai
liéu [14], diéu nay mot lan nlta ching minh su tin cay clia
nghién cldu nay.

18

—o—Tai lieu [15] N
—&— Bai bao

16

U Oz/ h

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Hinh 2. So sanh tai t6i han cia dam khi ¢ bién dang I6n
4. KET QUA SO VA THAO LUAN
Phan nay tinh toan tai téi han ctia dam kich thudc
nano c6 tham s hinh hoc L = 10nm, chiéu cao mat cat
ngang la h vai ty | L/h bién dai tir 20 dén 100. Dam dugc
lam bang vat liéu c6 hiéu tng flexoeletric v6i tham sé vat
liéu: E = 102GPa; v = 0,3; e31 = -17,05C/m?; ks3 = 1,76.10%
C/(Vm); a=9,6384.10°K; B =10 (%H,0)"', tham s6 fi4 va
c6 gia tri bién d6i tir 0 dén 1,2.10® C/m. Tai tSi han cla
dam dugc tinh toan theo céng thic:
121°
Rb = 3 'n
Eh?

0.5

(36)

Su phu thudc clia tai tSi han bién déi theo bién d6 U,
va tham s6 dan hoi phi cuc b6 dugc chi ra nhu trén hinh
3, ta rat ra mot s6 nhan xét:

+ Bién d6 Uo, clia dao déng cang I6n thi tdi téi han cla
dam nano cang I6n, va su phu thudc cda tai t6i han theo
bién dé la dudng cong phi tuyén. Budng cong phi tuyén
cang thé hién ré tinh phi tuyén khi f,, = 0 va trong trudng
hop fia= 1.10C/m thi dudng cong thé hién tinh phi tuyén
kém hon, diéu nay la do dam nano cang cting hon khi cé6
hiéu ung flexoelectric.

+ Khi f14 > 0 (ttic la tinh dén anh hudng clia hiéu tng
flexoelectric), tai t6i han clla dam nano tang lén, tuc la
hiéu Ung flexoelectric lam cho dam nano cé kha nang
chiu tai t6t hon.
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+ Gia tri ctia tham s6 dan hoi phi cuc bé tang 1én thi tai
t&i han cia dam nano giam xu6ng, diéu nay la do khoang
cach gilra cac phan tirtang Ién, va do dé lam cho d6 ciing
clia dam nano giam xudng.

Trén hinh 4 + 6 thé hién két qua tinh toan tai téi han
ctia dam nano phu thuéc vao nhiét do, tham sé fi4 va
chiéu day h, cac nhan xét thu dugc tir cac két qua nay nhu
sau:

+ Khi nhiét d6 moi truong tang lén, tai téi han ctia dam
nano giam xuéng, diéu nay c6 nghia la nhiét dé gép phan
lam kha nang chiu tai nén clia dam gidm xudng.

+ Hé s6 f14 cang 16n thi tai téi han ctia dam nano cang
I6n. Chiéu day ctia dam nano cang nhé thi tai t&i han cda
dam cang bé, diéu nay la do d6 ciing clia dam cang giam
khi dam cang manh. Thém vao d6, dam cang day thi muic
dé phi tuyén cla tai téi han phu thudc vao bién dé Uo,
cang thé hién rd rang.

10

—e— ¢, =0
—&—¢,=h
—=— ¢, =2h
—o— ¢, =3h

0 0.1

0.2
a) f14= 0

0.3 0.4 0.5

U0z/h

0 0.1 0.2 0.3
b) fa=1.10%C/m

Hinh 3. Tai tdi han thay dGi theo céc gid tri cia O va ty 1& Up,/h, L/h = 20,
AT = 20K, AM =1 (%H,0)

04 0.5
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12 15 ——0—0—9
—e— AT=0K 60—
—a— AT=20K 4—o——0—9—* £ =1.2.10°C/m
10 o AT=30K
—— AT=50K f =1.0.103C/m I
- | -
m =
o - -8
6 f14 D'ﬁ'l? AC“mA o A A AAAA
4 S
) -8
[« = = S B——0—0O—C—%
0
0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 ) Uh =50
Ah=0 Hinh 5. Tai tdi han thay di theo cac gid tri cta fis va ty 1€ Uo/h, O = h,
45 —o— AT=0K AT = 20K, AM = 1 (%H,0)
—b&— AT=20K 20
—=— AT=30K
40 1o AT=50K
15
=
=

10 —e—L/h=20
—4— L/h=50
—&— L/h=80
5 —o— L/h=100
U, /h s A s s
25 0z A A A A A A be—b—b—h—h—A—
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5. KET LUAN

Bai bao da suit dung ly thuyét dam cé dién dé xay
dung biéu thiic tinh toan va phuong trinh can bang cho
dam kich thudc nano trong méi trudng nhiét am.
Phuong phap gidi tich da dugc ap dung dé tim 15 giai
cho bai toan én dinh phi tuyén cdia ddm nano, trong dé6
hiéu ung kich thudc, hiéu ng flexoelectric va chuyén vi
I6n cling dugc tinh dén. Biéu thirc tai t6i han phu thuéc
vao bién dé dao déng da dugc chi ra cu thé, diéu nay tao
diéu kién thuan Igi cho viéc khao sat s6 dé thay rdé anh
hudng clia cac tham s6 hinh hoc, vat liéu dén tai téi han
clia dam nano, déng thai gitp cac nha khoa hoc hiéu ré
hon ban chat dap (ing 6n dinh clia dam nay, dac biét la
hiéu (ng flexoelectric va nhiét d6 tac dung déng thoi
dén dam nano. Cac két qua nghién ctiu nay la tién dé dé
cac nha khoa hoc tiép tuc kham pha anh hudng cta
nhiét do dén dap ung 6n dinh déng cta két cau dam
kich thudc nano, déng thai gitp cac nha thiét ké cé co
s& tham khao dé lua chon hgp ly d6i véi cac thong sé vat
lieu, kich thudc dam dé cé thé lam viéc dugc trong méi
trudng nhiét dé cho trudc.
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