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TÓM TẮT  

Các kết cấu composite gồm nhiều lớp vật liệu khác nhau ngày càng được sử dụng rộng rãi trong thực tế, một trong nhữn ưu điểm nổi trội của kết cấu này là 
tận dụng được điểm mạnh của các vật liệu thành phần, điều này làm tăng khả năng chịu lực của chúng. Bài báo này nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh của tấm 
composite gồm nhiều lớp vật liệu, trong đó các lớp vật liệu tiếp xúc với nhau theo biên dạng sóng hình sin và sóng hình vuông. Lý thuyết biến dạng cắt kiểu mới 
cũng được sử dụng trong bài báo này, đồng thời có tính đến hiệu ứng kích thước nhỏ nhờ lý thuyết đàn hồi phi cục bộ, các biểu thức tính toán và phương trình 
cân bằng được thiết lập dựa trên nguyên lý di chuyển khả dĩ, phương pháp phần tử hữu hạn với các phần tử bốn điểm nút, mỗi nút sáu bậc tự do được áp dụng 
để giải quyết bài toán đặt ra. Bài báo này là có tính đến ảnh hưởng của sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu với nhiều dạng khác nhau, tấm tựa một phần trên 
nền đàn hồi có tham số biến đổi theo tọa độ. Các kết quả nghiên cứu từ nghiên cứu này thực sự có giá trị khi thiết kế kết cấu nhiều lớp trong thực tế. 

Từ khóa: Uốn tĩnh, phần tử hữu hạn, tấm nano, composite. 

ABSTRACT  

Engineering applications are increasingly utilizing multilayer composite structures composed of different materials. One of the outstanding advantages of 
such structures is their ability to combine the strengths of individual constituent materials, thereby enhancing their overall load-carrying capacity. This paper 
investigates the static bending response of a multilayer composite plate in which the material layers are bonded along interfaces shaped as sinusoidal and 
square-wave surfaces. A newly developed shear deformation theory is employed, incorporating small-scale effects through the nonlocal elasticity theory. The 
governing equations and their formulations are derived from the principle of virtual displacements. The study applies the finite element method using four-
node elements, each with six degrees of freedom per node, to solve the problem. The study also takes into account the influence of initial geometric imperfections 
of various forms, as well as the effect of a partially supported elastic foundation whose stiffness varies spatially. The results obtained provide valuable insights 
and serve as a scientific basis for the practical design of multilayer composite structures. 

Keywords: Static bending, finite element, nano sheet, composite. 
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1. GIỚI THIỆU 

Các kết cấu composite đã và đang được sử dụng 
trong nhiều lĩnh vực quan trọng như hàng không vũ trụ, 
y tế, quốc phòng,... Điều này có được là do các kết cấu 
này vừa nhẹ, vừa bền, lại dễ chế tạo. Và để phát huy tối 
đa khả năng làm việc của các kết cấu này, cần có nghiên 
cứu toàn diện trên nhiều khía cạnh khác nhau, tuy nhiên 

việc tìm ra quy luật ứng xử cơ học của kết cấu composite 
cũng là vấn đề được các nhà khoa học quan tâm tìm 
hiểu.  Gavallas và cộng sự [1] đã nghiên cứu ảnh hưởng 
của sự phân bố ngẫu nhiên của vật liệu composite đến 
đáp ứng uốn của tấm composite trên cơ sở của lý thuyết 
tấm cổ điển. Đat và đồng nghiệp [2] sử dụng phương 
pháp phần tử hữu hạn để phân tích dao động riêng của 
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tấm nhiều lớp làm bằng vật liệu composite có cơ tính 
biến đổi.  

Ngày nay, các tấm composite cỡ micro và nano mét 
cũng được sử dụng trong các vi mạch điện tử, các sensor 
cảm ứng có độ nhạy cao. Và với kích thước nhỏ như vậy, 
cần phải tính đến ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước đến 
đáp ứng cơ học của các kết cấu này. Binh và nhóm nghiên 
cứu [3] sử dụng lý thuyết dầm cải tiến và phương pháp 
giải tích để nghiên cứu dao động tự do và dao động 
cưỡng bức của dầm nano chịu tải trọng ngẫu nhiên. 
Phương pháp phần tử hữu hạn kết hợp với lý thuyết 
trường pha đã được tác giả Doan và cộng sự [4] sử dụng 
để phân tích ảnh hưởng của vết nứt đến dao động tự do 
của tấm nano có kể đến ảnh hưởng của hiệu ứng 
flexoelectric. Tho và đồng nghiệp [5] cũng sử dụng 
phương pháp phần tử hữu hạn để trình bày đáp ứng 
động lực học của tấm nano có kể đến hiệu ứng 
flexomagnetic. Ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước đến 
đáp ứng uốn tĩnh và ổn định tĩnh của tấm nano hữu cơ 
nhiều lớp đã được Tien và cộng sự [6] chỉ ra, trong đó 
phần tử bốn nút đã được sử dụng một cách rất hiệu quả. 
Ngoài ra, nhiều kết quả tính toán thú vị về tính toán các 
kết cấu nano cũng được chỉ ra trong các công trình [7-12]. 

Từ các nghiên cứu đã có, người ta thấy rằng việc 
nghiên cứu tìm ra đáp ứng uốn tĩnh của tấm composite 
nhiều lớp với các lớp liên kết với nhau bởi biên dạng 
không đồng nhất là chưa được đề cập đến, ý tưởng về 
biên dạng liên kết bề mặt giữa các lớp này sẽ làm tăng 
hiệu quả sử dụng chúng trong quá trình chịu lực. Do vậy 
bài báo này sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để 
giải quyết bài toán uốn tĩnh của tấm nano composite tựa 
một phần trên nền đàn hồi và cung cấp nhiều kết quả thú 
vị về chuyển vị của tấm này. 

2. PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN GIẢI QUYẾT BÀI 
TOÁN UỐN CỦA TẤM NANO COMPOSITE  

Tấm nano composite được mô tả như trên hình 1. Hai 
cạnh tấm là a và b, tấm có chiều dày là h, tấm gồm hai lớp 
vật liệu với chiều dày mỗi lớp tương tứng là hi (i = 1-2), 
biên dạng tiếp xúc giữa hai lớp có dạng sóng hình sin và 
hình vuông theo biểu thức:   

Trường hợp hai lớp tiếp xúc theo biên dạng sóng hình 
sin:  

hx = h0sinαsx  (1)
Trường hợp hai lớp tiếp xúc theo biên dạng sóng hình 

vuông: 

 
 

 
0 s

x
0 s

h    : sin α x 0
h

h  : sin α x 0

 
 

 
 (2)

trong đó, s

2πN
α

L
 , N là số bước sóng, h0 là biên độ 

của sóng. 

 

 
Hình 1. Mô hình tấm nano composite với các thông số hình học 
Các lớp của tấm được chế tạo từ vật liệu có lỗ rỗng với 

thể tích lỗ rỗng có dạng: 

    i 0
r 0r 0 i

πl
V V 1 l cos πz / h

2
 

   
 

 (3)

với  i
rV  là tỷ lệ thể tích lỗ rỗng trong lớp thứ i, l0 là hệ 

số thể hiện sự phân bố của lỗ rỗng của vật liệu. 
Các đặc trưng cơ tính vật liệu trong mỗi lớp phụ thuộc 

vào tọa độ chiều dày có dạng:   
        i i i

0 mE z E 1 V   (4)

với  i
0E là mô đun đàn hồi của lớp thứ i, hệ số Poát xông 

trong hai lớp được xem như bằng nhau    1 2ν ν . 
Tấm có hai lớp làm từ hai vật liệu khác nhau, do vậy 

cần thiết lập biểu thức tính toán đối với mặt trung hòa 
của tấm, trong trường hợp này thì mặt trung hòa lệch 
khỏi mặt trung bình của tấm một khoảng cách như sau: 

       

       

x 1

2 x

x 1

2 x

h h
2 1

h h
d h h

2 1

h h

E z zdz E z zdz

z

E z dz E z dz











 

 
  (5)
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Bài báo giải quyết bài toán đặt ra bằng lý thuyết biến 
dạng cắt bậc ba, theo đó các chuyển vị theo các trục tọa 
độ Ox, Oy and Oz có dạng: 

 

 

3b 3s
1 b z

3b 3s
2 b z

3b 3s

w w
u (x , y , z) z z t

x x
w w

v (x , y , z) z z t
y y

w (x , y , z) w w

 
     


 

   
 

  



 (6)

trong đó, u1, v2 and w3  là chuyển vị theo phương trục 
x, y và z. Hàm tz có hai dạng như sau: 

 
 

 
 

b
z b 4

2b
b2 2

z z
t (z) z z

z z16
1 z z

7h h


  

 
   
 
 

 
(7)

Đạo hàm các thành phần trong biểu thức (6) theo các 
biến tương ứng, các thành phần biến dạng thu được: 

 

 

 

x b zx z rx ximp

y b zy z ry yimp

xy b zxy z rxy xyimp

xz z sxz

yz z syz

ς z z ς t ς ς

ς z z ς t ς ς

ς z z ς t ς ς

ς g ς

ς g ς

    


   


   



 


 (8)

với các biến dạng: 

 

 

   

2 2
3b 3s

zx rx2 2

3imp 3b 3s
ximp

2 2
3b 3s

zy ry2 2

3imp 3b 3s
yimp

2 2
3b 3s

zxy rxy

3imp 3imp3b 3s 3b 3s
xyimp

3s
sxz s

w w
ς ;  ς ;

x x
w w w

ς
x x

w w
ς ;  ς ;

y y

w w w
ς

y y

w w
ς 2 ;  ς 2 ;

x y x y

w ww w w w
ς

y x x y
w

ς ;  ς
x

 
   

 

  


 

 
  

 

  


 

 
  

   

    
 

   





3s z

yz z

w t
;g 1

y z
 

  
 

 (9) 

với ximp yimp xyimpς ,  ς ,  ς  là các thành phần biến dạng 

tương ứng với sự không hoàn hảo của hình dáng ban đầu, 
sự không hoàn hảo này được thể hiện thông qua tham số 
w3imp, quy luật biến đổi của thành phần này có dạng: 

zim im 1 1 1 1

2 2 2 2

x x
w p hsech δ ψ cos μ ψ

a a

y y
sech δ ψ cos μ ψ

b b

      
        

      

      
        

      

 (10)

trong đó , pim là biên độ của sự không hoàn hảo, các 
tham số 1 1 1 2 2δ ,ψ ,μ ,δ ,ψ ,  và μ2 thể hiện mức độ không 

hoàn hảo của hình dáng ban đầu, từ dạng không hoàn 
hảo mang tính toàn cục đến dạng không hoàn hảo mang 
tính cục bộ trên một vùng nào đó. Dưới đây là một số 
trường hợp: 

- Dạng hàm điều hòa (ký hiệu là ĐH): 

1 1 1 2 2 2δ =0;μ =1;ψ =0,5;δ =0;μ =1;ψ =0,5  

- Dạng toàn cục 1 (ký hiệu là TC1): 

1 1 1 2 2 2δ =0;μ =3;ψ =0,5;δ =0;μ =3;ψ =0,5  

- Dạng toàn cục 2 (ký hiệu là TC2): 

1 1 1 2 2 2δ =0;μ =5;ψ =0,5;δ =0;μ =5;ψ =0,5  

- Dạng toàn cục 3 (ký hiệu là TC3): 

1 1 1 2 2 2δ ;μ 7;ψ , ;δ ;μ 7;ψ ,             

- Dạng cục bộ 1 (ký hiệu là CB1): 

1 1 1 2 2 2δ =15;μ =2;ψ =0,25;δ =0;μ =1;ψ =0,5  

- Dạng cục bộ 2 (ký hiệu là CB2): 

1 1 1 2 2 2δ =15;μ =2;ψ =0,5;δ =0;μ =1;ψ =0,5  

- Dạng cục bộ 3 (ký hiệu là CB3): 

1 1 1 2 2 2δ =15;μ =2;ψ =0,5;δ =0;μ =3;ψ =0,5  

- Dạng cục bộ 4 (ký hiệu là CB4): 

1 1 1 2 2 2δ =15;μ =2;ψ =0,5;δ =0;μ =5;ψ =0,5  

- Dạng cục bộ 5 (ký hiệu là CB5): 

1 1 1 2 2 2δ =15;μ =2;ψ =0,5;δ =0;μ =7;ψ =0,5  

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng trong lớp thứ i 
được viết ở dạng: 

              
       

i i i i i2
L x b z z r imp

i i i2
L s

1 μ z z ς t ς ς

1 μ ς





     

  

σ C

τ G
(11)

với μL là tham số phi cục bộ,  
   2 2

2 2

. .
.

x y
  

  
 

 là 

toán tử Laplace,  i
xσ  và  i

xzτ  là ứng suất pháp và ứng suất 

tiếp;  iν  và E(i) là hệ số Poát xông và mô đun đàn hồi, 

 
 

  

i
i

i

1,0E
0,12 1 ν

 
  

  
G  

Biểu thức (12) được khai triển cụ thể hơn: 
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         

   

         

   

         

 

i i i2 2
L x x b 11 zx z 12 rx

i i
11 ximp 12 yimp

i i i2 2
L x y b 12 zy z 11 ry

i i
12 ximp yimp

i i i2 2
L x xy b 33 zxy z 33 rxy

i
33 xyimp

1 μ σ z z ς t ς

ς ς

1 μ σ z z ς t ς

ς ς

1 μ σ z z ς t ς

ς  



    

 

    

 

    



C C

C C

C C

C C

C C

C

 
(12)

     

     

i i2 2 zs
L x xz 11 z

i i2 2 zs
L x yz 22 z

w
1 μ τ g

x
w

1 μ τ g
y


  




  



G

G
 (13)

Với biểu thức ứng suất (13) - (14), người ta thu được 
các thành phần mô men, mô men bậc cao và lực cắt như 
sau: 

           

           

x

2

1

x

x x
2 2
L y L y

xy xy

h

b z z r imp d
h

h

d z z r imp d
h

z z r r zimp imp

M M
μ = M μ M

M M

z z ς t ς ς z z dz

z z ς t ς ς z z dz

ς ς ς

 

   



   

   
   

      
   
   

 
    

 
  
 
     

 

  





M M

C

C

D D D

 

          

          

x

2

1

x

x x
2 2
L y L y

xy xy

h

b z z r imp z
h

h

b z z r imp z
h

r z rr r rimp imp

S S

μ = S μ S
S S

z z ς t ς ς t dz

z z ς t ς ς t dz

ς ς ς

 

   



   

   
   

      
   
   

 
   

 
  
 
    

 

  





S S

C

C

D D D

 

       
x 1

2 x

xz xz2 2
L L

yz yz

h h

z s z s s s
h h

Q Q
μ = μ

Q Q

s ς dz s ς dz ς

 

   



      
      

      

  
   
  
 

Q Q

G G D

 

(14)

trong đó: 

       
x 1

2 x

h h

z b b
h h

z z dz z z dz
  



  
    
  
 D C C  (15)

       
x 1

2 x

h h

r z b z b
h h

t z z dz t z z dz 



  
    
  
 D C C  

   
x 1

2 x

h h
2 2

rr z z
h h

t dz t dz 



  
  
  
 D C C ; 

        
x 1

2 x

h h

zimp b b
h h

z z dz z z dz 



  
    
  
 D C C  

   
x 1

2 x

h h

rimp z z
h h

D C t dz C t dz 



  
  
  
  ;  

   
x 1

2 x

h h

s z z
h h

g dz g dz 



  
  
  
 D G G  

Từ các biểu thức (14)-(15), người ta thấy rằng các 
thành phần nội lực của tấm phụ thuộc vào đặc trưng cơ 
tính vật liệu của cả hai lớp, hình dạng bề mặt tiếp xúc giữa 
hai lớp, cũng như sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu.  

Để tìm phương trình cân bằng tĩnh của tấm, bài báo 
sử dụng nguyên lý công khả dĩ: load plateδ δ 0           (16) 

trong đó load plateδ ,δ   là công khả dĩ của ngoại lực và 

nội lực của tấm: 
         

         
    

         
              

x

2

1

x

2 2 2 2
x x y y

h
2 2 2 2

plate xy xy xz xz
h

2 2
yz yz

1 1 1 1
h

x x y y

1 1 1 1 1 1
h xy xy xz xz yz yz

w w

w 3

σ δ ς σ δ ς

δ σ δ ς τ δ ς dzddxdy

τ δ ς

σ δ ς σ δ ς
dzddxdy

σ δ ς τ δ ς τ δ ς

x
k r sin

a

y
r sin w

b



 
 
    
 
 
 

 
 
    
 

  
   

  


  
   

  

 

 







 

FLb

0 0
3

dxdy

δ w

 
 
 
 
 
 
 



 

 

2 2 2
3b 3s 3b

x x y2 2 2

2 2 2
3s 3b 3s

y xy xy2

3s 3s
xz yz

w wL

0
w z 3

δw δw δw
M S M

x x y

δw δw δw
S M S dxdy

y x y x y
δw δw

Q Q
x y

x
k r sin

a
  dxdy

y
r sin w δ w

b

   
   

   
   

    
     

  
  
   

   
    

   
  

         




Fb

0
 

 

(17) 
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 với kw là độ cứng của nền đàn hồi, rw là tham số đặc 
trưng cho sự thay đổi độ cứng của nền, LF là độ dài của 
nền mà tấm tựa trên nó. 

Công khả dĩ của ngoại lực tác dụng lên tấm 
composite: 

 load z 3 z 3b 3sδ Q δw dA Q δ w w d   
 

   (18)

trong đó, Qz là lực tác dụng vuông góc với tấm. 

Lúc này, phương trình (16) được viết lại ở dạng: 

 

  

F

xy yx

w wLb
2
L

0 0
w 3

2
L z

M MM
dxdy

x x y y

x
k r sin

a
μ dxdy

y
r sin w

b

μ Q dxdy

 

 





  
        

   
    

   
    

         

    



 







 

 

  

F

xy y yzx xz

w wLb
2
L

0 0
w 3

2
L z

S S QS Q
dxdy

x x y y x y

x
k r sin

a
μ dxdy

y
r sin w

b

μ Q dxdy

 

 





    
            

   
    

   
    

         

    



 







 

(19)

Tấm nano composite được chia thành các phần tử 4 
nút và mỗi nút gồm 6 bậc tự do: 

T

3b
3bi 3si4

i
3e

i 1 3s 3b 3s

i i i

w
w ,w , ,

x

w w w
, ,

x y y


  
    

  
        

             

w

 

(20)

Lúc này, bài báo rút ra các biểu thức liên hệ: 

3b
i 3bi i 14

i
3b b 3e

i 1 3b
i 2

i

3s
i 3si i 14

i
3s s 3e

i 1 3s
i 2

i

w
H w H

x
w

w
H

y

d
H w H

x
w

w
H

y













  
    

  
        

  
    

  
        





Χ w

Χ w

 (21) 

3bi i 1
3bi4

i3b
bx 3e

i 1 3bi 2

i

3si i 1
3si4

i3s
sx 3e

i 1 3si 2

i

wH H
w

x x xw
x wH

x y

wH H
w

x x xw
x wH

x y



 



 

    
       

  
          

    
       

  
          





Χ w

Χ w

 

3bi i 1
3bi4

i3b
by 3e

i 1 3bi 2

i

3si i 1
3si4

i3s
sy 3e

i 1 3si 2

i

wH H
w

y y xw
y wH

y y

wH H
w

y y xw
y wH

y y



 



 

    
       

  
          

    
       

  
          





Χ w

Χ w

 

2 2
3bi i 1

3bi2 22 4
i3b

b2x 3e2 2
i 1 3bi 2

2
i

2 2
3si i 1

3si2 22 4
i3s

s2x 3e2 2
i 1 3si 2

2
i

wH H
w

x x xw
x wH

x y

wH H
w

x x xw
x wH

x y



 



 

    
       

  
          

    
       

  
          





Χ w

Χ w

2 2
3bi i 1

3bi2 22 4
i3b

b2y 3e2 2
i 1 3bi 2

2
i

2 2
3si i 1

3si2 22 4
i3s

s2y 3e2 2
i 1 3si 2

2
i

wH H
w

y y xw
y wH

y y

wH H
w

y y xw
y wH

y y



 



 

    
       

  
          

    
       

  
          





Χ w

Χ w

2 2
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3bi2 4
i3b

b2xy e2
i 1 3bi 2

i

2 2
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i3s
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i
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w
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x y y
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w
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

 



 

    
         

  
            

    
         

  
            




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Χ w



P-ISSN 1859-3585     E-ISSN 2615-9619     https://jst-haui.vn                                                                                     SCIENCE - TECHNOLOGY 

Vol. 61 - No. 9 (Sep 2025)                                                                                                                                          HaUI Journal of Science and Technology 103

 

với Hi là hàm nội suy Hecmit. 

Chuyển vị tại một điểm bất kỳ được tính toán thông 
qua véc tơ chuyển vị nút: 

 

T

3b 3s
3b 3s

3
3b 3s

b s bx sx by sy 3e 3e

w w
w ,w , , ,

x x

w w
,

y y

   , , , , ,

     
         

  
      
         

 

w

Χ Χ Χ Χ Χ Χ w Χw

 

(22)

Các thành phần biến dạng lúc này: 
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
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(23)

Sau một số phép biến đổi, bài báo thu được phương 
trình cân bằng tĩnh của tấm nano composite như sau: 

 e fe 3e e
e e

  K K w F               (24)

với các ma trận độ cứng phần tử và véc tơ tải trọng nút 
phần tử có dạng: 

e

T T T T
z z z z r f f r z f rr f

T T T
e z zimp imp imp zimp z f rimp imp

T T T
imp rimp f imp imp imp s s s

= d


    
   
     

        



Η D Η Η D Η Η D Η Η D Η

K Η D Η Η D Η Η D Η

Η D Η Η D Η Η D Η
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x
μ k c sin

a
= d

y
c sin

b





    
       

                     

K

Ψ Ψ Ψ Ψ

 

   
e

2 2
e L z b sμ Q d



    F Ψ Ψ  

(25)

Giải phương trình (24), bài báo thu được chuyển vị uốn 
tĩnh của tấm nano composite. 

3. KIỂM TRA ĐỘ TIN CẬY CỦA LÝ THUYẾT TÍNH TOÁN 

 Ví dụ kiểm chứng 1: Tấm nano chịu liên kết tựa đơn 
có các cạnh a = b = 10nm, chiều dày của tấm h có giá trị 
từ a/10 đến a/100, các đặc trưng vật liệu E = 30MPa,  
ν = 0,3, tải trọng phân bố đều Q0  = 1.   

Tham số so sánh là chuyển vị tại giữa tấm nano được 

tính theo công thức   3 3 2 4
max 0CV 10 h w / 12 1 ν Q a  . 

Bảng 1 trình bày kết quả tính toán và so sánh với kết quả 
đã công bố trong tài liệu [10, 11], các số liệu so sánh 
chứng tỏ sự tương đồng giữa kết quả của bài báo so với 
các kết quả giải tích đã công bố, điều này chứng tỏ sự tin 
cậy của thuật toán đã thiết lập ở phần trên.  

Bảng 1. So sánh chuyển vị lớn nhất của tấm nano   

a/h μL (nm) Tài liệu [10] Tài liệu  [11] Bài báo này 

10 

0 4,28 4,18 4,30 

0,5 4,47 4,56 4,49 

1 5,05 4,93 5,06 

50 

0 4,08 4,01 4,10 

0,5 4,26 4,37 4,28 

1 4,82 4,74 4,83 

100 

0 4,07 4,01 4,09 

0,5 4,26 4,37 4,27 

1 4,81 4,73 4,83 

Ví dụ kiểm chứng 2: Tấm vuông có a/b = 1, chiều dày 
h biến đổi từ a/100 đến a/10, đặc trưng vật liệu  
E = 380GPa, ν = 0,3. Tấm chịu tải trọng tĩnh phân bố đều 
cường độ Q0. Tấm tựa trên nền đàn hồi với tham số của 

nền 
4

* w
w

w

k a
R ;

G


 

3

w 2

Eh
G

12 1 ν



, tham số so sánh là 
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chuyển vị tại giữa tấm w
T 34

0

G a b
CV 100 w ,

Q a 2 2
 

  
 

. Bảng 2 

thể hiện so sánh chuyển vị lớn nhất của bài báo với các 
kết quả tính bằng phương pháp giải tích, có thể thấy rằng 
lý thuyết tính toán của bài báo đảm bảo độ chính xác. 

Bảng 2. So sánh chuyển vị tại giữa tấm tựa trên nền đàn hồi, *
wR = 81 

a/h 100 50 20 10 

Tài liệu [12] 3,34 3,35 3,38 3,48 

Tài liệu [13] 3,34 3,35 3,38 3,48 

Bài báo này 3,36 3,37 3,40 3,50 

4. TÍNH TOÁN SỐ VÀ THẢO LUẬN 

Tấm nano composite có kích thước hình học  
a = b = 10nm, chiều dày tổng của tấm là h = a/10. Hai lớp 
vật liệu có cơ tính E1 = 70GPa; ν1 = 0,3; ρ1 = 2700kg/m3;  
E2 = 390GPa; ν2 = 0,3; ρ2 = 3960kg/m3 và h1 = 0,6h;  
h2 = 0,4h. Tấm tựa trên nền đàn hồi có độ cứng thay đổi 
và được chuẩn hóa theo công thức:  

 
4

w
kw

w

k a
T ;

G


 

3
2

w 2

E h
G

12 1


 
 (26)

Tấm chịu tải trọng phân bố đều cường độ Q0, tham số 
tính toán và khảo sát là chuyển vị dọc theo vị trí y = b/2 
được tính theo công thức: 

 2 3
2

w 34
0

E h
CV 10 w

Q a
  (27)

Thay đổi giá trị của tham số μL sao cho giá trị của nó 
biến đổi từ 0 đến 1,5 lần chiều dày tấm, kết quả tính toán 
chuyển vị của tấm được thể hiện như trên hình 2. Khi tăng 
giá trị của tham số đàn hồi phi cục bộ, chuyển vị lớn nhất 
của tấm tăng lên, điều này chứng tỏ tham số này làm 
giảm độ cứng của tấm nano. Do ánh hưởng của nền đàn 
hồi và sự không hoàn hảo về hình dáng mà vị trí chuyển 
vị đạt cực đại của tấm không phải ở giữa tấm, đồng thời 
đường độ võng của tấm nano cũng khác nhau khi dạng 
không hoàn hảo khác nhau. Sự biến đổi của đường độ 
võng giữa tấm phụ thuộc vào số bước sóng N được trình 
bày như trên hình 3, dễ dàng nhận thấy rằng sự tăng lên 
của số bước sóng không tỷ lệ thuận với sự tăng lên của 
chuyển vị cực đại. Ngoài ra, sự thay đổi của số bước sóng 
cũng dẫn đến sự khác nhau của hình dáng đường độ 
võng, điều này là do sự thay đổi bước sóng ảnh hưởng 
đáng kể đến độ cứng của tấm nano tại mỗi vị trí. Sự biến 
đổi chuyển vị giữa tấm phụ thuộc và chiều dài của nền 
đàn hồi LF  được thể hiện như trên hình 4. Chiều dài LF 
càng lớn thì năng lượng của tấm được bổ sung từ nền đàn 

hồi càng nhiều, do đó độ cứng tổng thể của kết cấu càng 
tăng lên, làm chuyển vị của tấm nano càng giảm. Thêm 
vào đó, hình dạng của đường đáp ứng chuyển vị của tấm 
nano cũng thay đổi khi giá trị của LF thay đổi. 
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d) TC3 

 
e) CB1 

 
f) CB2 

 
g) CB3 

 
h) CB4 

 
i) CB5 

Hình 2. Chuyển vị lớn nhất của tấm phụ thuộc tham số μL, biên dạng sóng 
hình sin, N = 0,5; V0r = 0,4; l0 = 0,2; pim = 0,3; rw = 0,5; Tkw = 104; LF/a = 0,5 
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a) ĐH 

 
b) TC1 

 
c) TC2 

 
d) TC3 

 
e) CB1 
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g) CB3 

 
h) CB4 

 
i) CB5 

Hình 3. Chuyển vị lớn nhất của tấm phụ thuộc số bước sóng N, sóng hình 
vuông, h0/h1 = 0;5; V0r = 0,4; l0 = 0,2; pim = 0,3; rw = 0,5; Tkw = 104; LF/a = 0,5, 
μL/h = 1 
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d) TC3 

 
e) CB1 

 
f) CB2 

 
g) CB3 

 
h) CB4 

 
i) CB5 

Hình 4. Chuyển vị lớn nhất của tấm phụ thuộc chiều dài nền, h0/h1 = 0,5, 
sóng hình vuông, N = 1, V0r = 0,4; l0 = 0,2; pim = 0,3; rw = 0,5; Tw = 104;  
LF/a = 0,5; μL/h = 1 
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5. KẾT LUẬN 

Trên cơ sở kết hợp giữa lý thuyết biến dạng cắt kiểu 
mới và phương pháp phần tử hữu hạn, bài báo đã nghiên 
cứu đáp ứng uốn tĩnh của tấm composite nhiều lớp, trong 
đó có kể đến sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu, sự 
không hoàn hảo này có nhiều dạng khác nhau từ dạng 
toàn cục đến dạng cục bộ. Tấm composte tựa một phần 
trên nền đàn hồi với tham số độ cứng biến đổi. Công thức 
tính toán được thiết lập trên cơ sở lý thuyết đàn hồi phi 
cục bộ và lý thuyết biến dạng cắt kiểu mới, lý thuyết này 
đảm bảo không cần đến hiệu chỉnh cắt, và các kết quả 
kiểm chứng khẳng định sự tin cậy của chúng đối với bài 
toán uốn tĩnh. Từ đó, bài báo tiến hành khảo sát ảnh 
hưởng của một số yếu tố như tham số đàn hồi phi cục bộ, 
số bước sóng và chiều dài của nền đàn hồi đến đáp ứng 
chuyển vị uốn tĩnh của tấm nano composite. Các kết quả 
nghiên cứu của bài báo là tài liệu tham khảo có giá trị khi 
thiết kế các kết cấu tấm nhiều lớp trong thực tế, trong đó 
có thể lựa chọn được các đặc trưng của biên dạng tiếp xúc 
giữa các lớp với bước sóng thích hợp để có được kết cấu 
có khả năng chịu lực tốt nhất. 
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