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1. GIỚI THIỆU 

Trong xây dựng cầu đường người ta 
thường sử dụng các kết cấu hỗn hợp 
khác nhau nhằm tận dụng những ưu 
điểm về cơ tính của các lớp thành phần. 
Để liên kết các lớp thành phần này, có 
nhiều cách khác nhau như dùng đinh 
tán, keo dán, chốt liên kết, lò xo nhằm 
tăng độ cứng của kết cấu. Hiện nay, một 
trong những phương pháp phổ biến và 
dễ dàng thi công và thiết kế nhất là sử 
dụng các chốt liên kết dạng đinh tán. 
Chính vì vậy, nghiên cứu ứng xử cơ học 
của kết cấu dầm hỗn hợp bốn lớp làm 
bằng vật liệu FGM có kết đến tương tác 
trượt giữa các lớp có vai trò quan trọng 
trong quá trình tính toán thiết kế để ứng 
dụng trong thực tế kỹ thuật cho các kỹ 
sư. Trước khi chuyển sang phần tiếp 
theo, một phân tích ngắn những nghiên 
cứu liên quan gần đây nhất bởi các nhà 
khoa học trong và ngoài nước được tóm 
tắt như sau: 

Trên thế giới, gần đây nhất, Li và cộng 
sự [1] đã tiến hành nghiên cứu tổng quan 
hiệu suất cơ học và vấn đề tối ưu kinh tế 
của nhiều loại đầu nối cắt tháo rời sử 
dụng trong xây dựng. Ding và cộng sự [2] 
trình bày nghiên cứu thực nghiệm về 
ứng xử cơ học của loại chốt liên kết mới 
được đề xuất kết hợp các bu lông thép 
đường kính lớn và cường độ cao với các 
khối bê tông cốt sợi thép. Chai và cộng 

TÓM TẮT  

Bài báo này trình bày mô hình phần tử hữu hạn chi tiết của dầm hỗn hợp bốn lớp, trong đó hai 
lớp ngoài cùng được làm từ vật liệu có cơ tính biến thiên (FGM), hai lớp bên trong làm bằng vật 
liệu đồng nhất. Các lớp được liên kết với nhau thông qua các chốt liên kết nhằm hạn chế khả năng 
trượt tương đối theo phương ngang giữa các lớp. Mô hình phần tử dầm hai nút với chín bậc tự do 
mỗi nút được sử dụng cùng với lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất dầm Timoshenko để xây dựng các 
công thức. Bộ chương trình tính toán được lập trình trong phần mềm Matlab và được kiểm chứng 
thông qua lời giải chính xác với các mô hình dầm, điều kiện biên khác nhau. Cơ sở lý thuyết và 
chương trình tính toán của bài báo này là kết quả quan trọng để phát triển các bài toán phức tạp 
hơn như dao động riêng và động lực học của kết cấu dầm hỗn hợp bốn lớp với chốt liên kết. 

Từ khóa: Dầm bốn lớp; cơ tính biến thiên; chốt liên kết; Timoshenko; phần tử hữu hạn. 

ABSTRACT  

This paper presents a detailed finite element model of a four-layer hybrid beam, in which the 
two outer layers are made of functionally graded materials (FGM), and the two inner layers are 
made of homogeneous material. The layers are connected through shear connectors to limit the 
relative sliding ability in the horizontal direction between the layers. A two-node beam element 
model with nine degrees of freedom per node is used together with the first-order shear 
deformation theory of Timoshenko beams to develop the formulas. The computational program is 
programmed in Matlab software and verified through accurate solutions with different beam 
models and boundary conditions. The theoretical basis and computational program of this paper 
are important results for developing more complex problems such as natural vibrations and 
dynamics of four-layer hybrid beam structures with shear connectors. 

Keywords: Four-layer beam; functionally graded material; shear connectors; Timoshenko; finite 
element method. 
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sự [3] nghiên cứu thực nghiệm về hiệu suất cơ học tĩnh 
của các đầu nối cắt đinh tán nhóm trong dầm composite 
thép-UHPC. Wang và cộng sự [4] tiến hành thử nghiệm 
toàn diện để nghiên cứu khả năng chống cháy của của 
dầm tổ hợp đúc sẵn có thể tháo lắp bằng đầu nối cắt bu 
lông với các gân tấm định hình song song với thép. 
Majdub và cộng sự [5] nghiên cứu khả năng chịu lực của 
dầm sàn mỏng composite với các đầu nối cắt ống thép 
rỗng. Chen và cộng sự [6] đánh giá hiệu suất cắt của dầm 
composite đúc sẵn có thể tháo rời với các loại đầu nối 
khác nhau. Các nghiên cứu liên quan gần đây nhất có thể 
tìm thấy ở trong các tài liệu tham khảo [7-10].   

Tại Việt Nam, hiện nay duy nhất có nhóm nghiên cứu 
cơ học tính toán tại Bộ môn Cơ học vật rắn, Khoa Cơ khí, 
Học viện Kỹ thuật quân sự có quan tâm và thực hiện 
những phân tích ứng xử cơ học của kết cấu dầm, tấm vỏ 
có kể đến chốt liên kết. Năm 2019, Nam và cộng sự [11] 
trình bày mô hình phần tử hữu hạn để phân tích động lực 
học của tấm composite ba lớp có các lớp được kết nối 
bằng các đầu nối cắt chịu tải trọng di động. Tiếp đó, Nam 
và cộng sự [12] trình bày mô hình phần tử hữu hạn của vỏ 
composite có đầu nối cắt. Thái và cộng sự [13] giới thiệu 
mô hình phần tử hữu hạn để phân tích uốn tĩnh của dầm 
FGM hai lớp kể đến hiệu ứng quay với các đầu nối cắt nằm 
trên nền đàn hồi không hoàn hảo. Minh và Kế [14] phân 
tích uốn tĩnh của dầm FGM ba lớp đối xứng với các đầu 
nối cắt dưới tác dụng của tải trọng tĩnh. Người đọc có thể 
tìm thấy nhiều tài liệu hơn về nội dung liên quan tới bài 
báo này bằng những từ khoá liên quan trên các nền tảng 
học thuật mở [15-20].  

Qua phân tích và nghiên cứu có thể nhận thấy rằng, hầu 
hết các công trình khoa học thực hiện trên thế giới phần 
lớn về thực nghiệm. Chính vì vậy, cách tiếp cận mô hình 
tính toán lý thuyết của bài báo này có vai trò quan trọng 
trong việc mô phỏng, đánh giá kết cấu dầm hỗn hợp có kể 
đến tương tác trượt thông qua các chốt liên kết. Điều này 
làm giảm kinh phí và thời gian khi tiến hành nghiên cứu 
ứng xử cơ học của mô hình kết cấu trong thực nghiệm.  

2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

2.1. Vật liệu và mô hình cơ học 

 
Hình 1. Mô hình dầm hỗn hợp bốn lớp với chốt liên kết 

Trong bài báo này, chúng tôi xem xét dầm FGM bốn 
lớp với các liên kết chốt như được trình bày trong hình 1. 

Chi tiết các lớp vật liệu và chốt được liên kết và cấu 
trúc như ở hình 2.  

 
Hình 2. Chi tiết các lớp vật liệu và chốt liên kết giữa các lớp 

Các chốt được sử dụng để liên kết bốn lớp 1, 2, 3 và 4 
như thể hiện ở hình 2. Trong mô hình này, lớp 2 và 3 là 
kim loại đồng nhất, trong khi lớp 1 và 4 là các vật liệu có 
cơ tính biến đổi theo một phương chiều dày (FGM). Tỷ lệ 
thể tích của kim loại ( (i)

mV ) và gốm ( (i)
cV ) trong lớp thứ i (với 

i = 1 ÷ 4) được biểu diễn như sau: 

Lớp 1: 
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Lớp 4: 

 

 

4n4
(4)

4m 4 4
4

(4) (4)
c m

1 z
V = h h

- z2 h
2 2

 V 1 V   

  
        


 

 (2)

Trong đó độ dày của các lớp 1, 2, 3, và 4 được ký hiệu 
lần lượt là h1, h2, h3 và h4 (hình 2). Chỉ số phần thể tích của 
lớp 1 và lớp 4 được ký hiệu là n1 and n4, trong khi đó tọa 
độ chiều dày của phần lớp 1 và lớp 4 là z1 và z4. Các ký hiệu 
m và c tương ứng chỉ các thành phần kim loại và gốm. 

Cơ tính vật liệu của lớp thứ χ(i) bao gồm hệ số Poisson 
ν và mô đun đàn hồi E được xác định như sau: 

         i i i i i (i)
m c m cχ (z ) = χ + (χ -χ ) V  (3)

2.2. Các phương trình quan hệ cơ học và công thức 
phần tử hữu hạn 

Bài báo sử dụng phần tử dầm hai nút, trong đó, mỗi 
nút có chín bậc tự do như thể hiện ở hình 3.  
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Hình 3. Các bậc tự do tại nút của phần tử dầm 

Dựa trên lý thuyết dầm Timoshenko, trường chuyển vị 
được thể hiện như sau: 

       

 
 

ii i i
0 x

i
0

u u z .
; i 1 4

w w

   
 



 (4)

trong đó,  i
0u  và  i

0w  lần lượt là các chuyển vị tại trục 

trung hoà của kết cấu đơn theo phương của trục x(i) và 

trục z(i).  i
xθ  là góc pháp tuyến ngang đối với trục y(i). 

 Dịch chuyển ngang giữa các lớp được tính như sau: 
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 (5)

Biến dạng uốn cho mỗi lớp: 
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 (6)

trong đó,  i
mε  là độ biến dạng uốn của màng và κ(i) là 

độ cong của thành phần thứ i. 

Biến dạng cắt cho mỗi lớp: 

   
 

 
   

ii
i i i 0

s xz xi

wu w
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 (7)

Trường ứng suất của mỗi lớp được xác định: 
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 (8a)

Phương trình (8a) có thể được biểu diễn dưới dạng ma 
trận như sau: 

b b m b. . . σ D ε D Z κ  (8b)

Ở  đây: 

                 
T T1 2 3 4 1 2 3 4

b b b b b m m m m mσ σ σ σ ; ε ε ε ε σ ε  

và          
T1 2 3 4κ κ κ κκ   lần lượt là vectơ ứng suất 

pháp, vectơ biến dạng màng và vectơ độ cong. Z là các 
tọa độ và ma trận vật liệu được thể hiện trong các loại ma 
trận như sau: 
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Ứng suất cắt của từng thành phần được xác định theo 
cách sau: 
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Phương trình (10) chỉ rõ rằng    iν i 1 4   biểu thị hệ 

số Posson lớp thứ i, được biểu diễn dưới dạng: 

        
T1 2 3 4

s sτ τ τ τ . τ D ε  (11)

trong đó,         
T1 2 3 4

s s s s sε ε ε εε  là vectơ của biến 

dạng cắt. Ds là ma trận của vật liệu cắt.  

Khi đó thế năng biến dạng đàn hồi của phần tử dầm 
được tính như sau: 
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ε σ

 (12)

với Le là chiều dài phần tử.  

Khi xem xét các liên kết chốt, năng lượng biến dạng 
của các chốt trên phần tử được tính như sau: 

e

shear connectors T
e relative relative relative e

S

1
U . . .dS

2
 u K u   (13)

Ở đây, 
12

relative 23

34

k 0 0

0 k 0
0 0 k

 
   
  

K  là ma trận hệ số 

cắt. k12 là hệ số cắt, được sử dụng để lên kết lớp 1 và 
 lớp 2. Tương tự đối với các phần lớp 2-3 và các phần 3-4 
(hình 2).  Và véc tơ dịch chuyển tương đối giữa các lớp 
được tính như sau: 
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u

B q

 (14)

Các lớp xen kẽ sẽ chịu chuyển động trượt do ngoại lực. 
Do đó, sẽ cần có các liên kết chốt để tạo ra công nhằm 
giảm thiểu ảnh hưởng của ngoại lực. 

Bài báo sử dụng hàm dạng Lagrange để xấp xỉ chuyển 
vị, thay các biểu thức vào các công thức năng lượng biến 
dạng ta sẽ xác định được ma trận độ cứng của các phần 
tử có chứa cả độ cứng của chốt liên kết. Phương trình 
được sử dụng cho bài toán tĩnh là: 

F = K.Q (15)

ở đây, Q là vectơ chuyển vị tổng thể. 

3. BÀI TOÁN XÁC MINH LÝ THUYẾT VÀ CHƯƠNG 
TRÌNH TÍNH  

Ban đầu, chúng tôi tiến hành xác minh các trường hợp 
uốn tĩnh để xác thực tính chính xác của chương trình tính 
toán được lập trình trong Matlab. Xem xét dầm FG bốn 
lớp có liên kết chốt với đặc điểm hình học: chiều dài  
L = 4m, chiều rộng b1 = b2 = b3 = b4 = 0,3m và chiều cao 
h1 = h2 = h3 = h4 = 0,04m. Lớp 1 và 4 là vật liệu FGM 
(Al/Al2O3), trong khi lớp 2 và 3 được cấu tạo từ kim loại 
đồng nhất (Al) với thông số vật liệu được chỉ ra trong 
bảng 1.  

Bảng 1. Đặc tính cơ học của vật liệu 

Thành phần Mô đun đàn hồi E (N/m2) Hệ số Poisson ν 

Al-kim loại 7.1010 0,3 

Al2O3-gốm 38.1010 0,3 

Trong ví dụ này, ở phương trình (1), chọn n1 → ∞, 
trong khi đó ở phương trình (2), chọn n4 = 0. Hệ số cắt 
được ký hiệu là k12 = k23 = k34 → ∞. Nghĩa là không có sự 
xuất hiện chuyển dịch tương đối giữa các lớp (hình 4). 

12 23 34k k k  



 
Hình 4. Dầm FG bốn lớp bao gồm các liên kết chốt trở thành dầm đồng 

nhất 

Khi đó, dầm FG bốn lớp với liên kết chốt được chuyển 
thành dầm kim loại (Nhôm) đồng nhất với chiều rộng  
B = b1 = b2 = b3 = b4 = 0,3m, chiều dày H = h1 + h2 + h3 + 
h4 = 0,16m và chiều dài L = 4m. Tải trọng phân bố đều  
q(x) = 104N/m. 

Trường hợp 
1-1: CC 

 

Trường hợp 
1-2: CS 

L

B

H

q(x)
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Trường hợp 
1-3: SS 

 

Trường hợp 
1-4: CF 

 
Như chỉ ra trong bảng 2, kết quả của bài báo được so 

sánh với các lời giải chính xác có sự sai lệch rất nhỏ.  

Bảng 2. So sánh kết quả độ võng lớn nhất trong một số trường hợp xét 

Trường 
hợp 

Độ võng cực đại (m) 
Sai 

khác 
(%) 

Trường 
hợp 1-1: 

CC 

Bài báo hiện 
tại 

Lời giải chính xác [15, 16] 

  4

max
m

q x .L1
w .

384 E I
  1,99 

0,94858.10-3 0,93005.10-3 

Trường 
hợp 1-2: 

CS 

Bài báo hiện 
tại 

Lời giải chính xác [15, 16]  

   

 

2

max

4

m

15 33 . 21 5 33
w

786432
q x .L

x
E I

  


 1,04 

0,0019546 0,0019343 

Trường 
hợp 1-3: 

SS 

Bài báo hiện 
tại 

Lời giải chính xác [15, 16]  

  4

max
m

q x .L5
w .

384 E I
  0,32 

0,0046655 0,0046502 

Trường 
hợp 1-4: 

CF 

Bài báo hiện 
tại 

Lời giải chính xác [15, 16]  

  4

max
m

q x .L1
w .

8 E I
  0,15 

0,044712 0,044642 

Ở đây mô men quán tính được tính như sau 
3B.H

I
12



[15, 16].  

Thông qua các kết quả so sánh có thể kết luận rằng lý 
thuyết và chương trình tính toán xây dựng có độ tin cậy 
cao và có thể được dùng để phân tích ảnh hưởng của các 
thông số hình học và vật liệu tới đáp ứng tĩnh của dầm 
FGM bốn lớp với các chốt liên kết.  

4. KẾT LUẬN  

Bài báo đã xây dựng và trình bày mô hình phần tử hữu 
hạn để phân tích tĩnh dầm FGM bốn lớp với chốt liên kết. 

Trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất cho dầm 
(Timoshenko), các trường biến dạng, ứng suất và các 
phương trình năng lượng được thiết lập. Phần tử dầm hai 
nút với chín bậc tự do mỗi nút và hàm dạng Lagrange 
được sử dụng trong bài báo. Cơ sở lý thuyết và chương 
trình tính toán phân tích tĩnh được lập trình trong môi 
trường Matlab để kiểm chứng với những lời giải chính xác 
cho một số trường hợp điều kiện biên liên kết của dầm. 
Kết quả lý thuyết và tính toán của bài báo là cơ sở rất quan 
trọng để phát triển các bài toán phức tạp hơn liên quan 
tới phân tích ứng xử cơ học của dầm FGM bốn lớp có các 
chốt liên kết như: bài toán dao động riêng, bài toán phân 
tích động lực học và bài toán ổn định. 
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