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1. GIỚI THIỆU 
Vùng làm việc được định nghĩa có hai loại là 

vùng với tới của tay máy hoặc vùng với tới và 
định hướng được dụng cụ. Tuy nhiên ở giai đoạn 
thiết kế các tay máy vạn năng, vì không gắn với 
các tác vụ cụ thể nên người ta chỉ lấy yếu tố với 
tới thay vì cả định hướng của tay máy. Liên quan 
đến vùng làm việc của tay máy nó cấu thành bởi 
nhiều thành phần, cụ thể là bao vùng làm việc 
hay biên giới phía ngoài của vùng, các lỗ trống là 
những không gian nằm trong bao nhưng robot 
không với tới và các điểm kỳ dị là các lỗ trống với 
kích thước bằng một điểm. Liên quan đến bài 
toán này còn phải quan tâm thêm hệ số truyền 
dẫn hay khả năng truyền công suất (Motion 
tranmition Index - MTI) từ khâu dẫn đến các điểm 
cụ thể trong vùng làm việc. Khác với bài toán tìm 
vùng làm việc đơn thuần là bài toán động học, 
không thể xác định MTI, bài toán tìm hệ số MTI là 
bài toán động lực, nó có thể xác định cả vùng làm 
việc và phân vùng hệ số MTI đồng thời.  

Trong đánh giá hiệu suất, tham số được sử 
dụng nhiều nhất là ma trận Jacobian, là ma trận 
ánh xạ vận tốc của bộ phận tác động cuối vào 
vectơ tốc độ khớp được kích hoạt. Sử dụng ma 
trận, một số chỉ số hiệu suất, chẳng hạn như số 
điều kiện [3, 4, 9] của ma trận Jacobian được gọi 
là chỉ số điều hòa cục bộ (LCI) và chỉ số điều hòa 
toàn cầu (GCI) [7], đã được phát triển rộng rãi và 
áp dụng để đánh giá hiệu suất của các bộ điều 
khiển song song. Tuy nhiên, một nghiên cứu gần 
đây [7] nhận thấy sự mâu thuẫn nghiêm trọng khi 
các chỉ số này được áp dụng trong thiết kế tối ưu 
của các tay máy song song có bậc tự do tịnh tiến 
và quay (DOF) kết hợp. Nghiên cứu kết luận rằng 
không nên sử dụng các chỉ số này trong các bộ 
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điều khiển song song với các loại DOF hỗn hợp (dịch chuyển 
và quay). Gần đây nhất, Wang và cộng sự nhận thấy rằng LCI 
cũng bị lỗi khi áp dụng cho bộ điều khiển song song phẳng 
chỉ có DOF tịnh tiến. 

Như đã biết, số điều kiện của ma trận Jacobian lần đầu 
tiên được giới thiệu để sử dụng trong lĩnh vực robot nối tiếp. 
Ngay từ đầu, khái niệm này đã được mở rộng trực tiếp sang 
lĩnh vực tay máy song song. LCI được đề xuất để đánh giá sự 
khéo léo và sự gần gũi của một tư thế với một điểm kỳ dị [3, 
4] của robot (hoặc người thao tác). Tuy nhiên, không thể đưa 
ra một giá trị LCI xác định để cho biết nó có ý nghĩa bao xa 
so với điểm kỳ dị. Nói chung, không thể xác định khoảng 
cách toán học đến điểm kỳ dị đối với một tay máy song song. 
Ngoài ra, giống như ma trận Jacobian, giá trị LCI phụ thuộc 
vào tọa độ khung; giá trị của nó sẽ thay đổi tương ứng khi 
khung thay đổi. Điều này gây khó khăn cho việc phân tích và 
thiết kế bộ điều khiển.  

Với mục đích xác định bao vùng làm việc, trong bài báo 
này trình bày sâu về phương pháp cắt lớp, thuật toán này 
cũng cho thấy khả năng nhận diện lỗ trống và điểm kỳ dị [6], 
tuy nhiên nó không xác định được các hệ số MTI, LCI hay GCI 
như các phương pháp đã nói ở trên. Tuy nhiên thế mạnh của 
nó là có thể áp dụng cho mọi robot kể cả robot song song 
hay các robot chỉ có lời giải số cho bài toán động học [1, 2]. 

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Trong phần này, nhóm tác giả sẽ làm rõ các khái niệm 
căn bản làm xuất phát điểm cho các nghiên cứu tiếp theo. 
Các khái niệm bao gồm kỹ thuật cắt lớp vùng làm việc, kỹ 
thuật xác định điểm thuộc bao vùng làm việc khi tìm kiếm 
theo hướng xác định, kỹ thuật giải số bài toán động học 
ngược bằng phương pháp GRG, kỹ thuật tái tạo đường bao 
trên mặt cắt và tái tạo toàn bộ bao vùng làm việc trong 
không gian. 

Phần chính của nghiên cứu này là dựa vào kết quả bài 
toán ngược động học để chỉ ra hình dạng và kích thước vùng 
làm việc của robot bất kỳ cùng với các điểm hay các vùng kỳ 
dị phía trong của nó nếu có. 

Việc làm rõ các quan hệ này được minh họa bằng cách 
áp dụng cho một robot chuỗi có 6 bậc tự do cùng với toàn 
bộ lời giải số đã chuyển sang đồ hoạ. 

2.1. Khái niệm liên quan 
2.1.1. Vùng làm việc, lớp cắt và đường bao của nó 
Vùng làm việc trong nghiên cứu này là vùng mà TCP (tool 

center point) có thể với tới được, hay nói cách khác bài toán 
động học ngược của robot giải tại điểm đó phải có nghiệm. 
Vùng làm việc là một không gian đặc trưng bởi hình dáng và 
thể tích của nó, có thể là một miền duy nhất nhưng cũng có 
thể gồm nhiều miền trong hoặc ngoài nhau. Vùng làm việc 
là thông số kỹ thuật luôn được thể hiện trong catalog của 
thiết bị bởi nhà sản xuất, tuy nhiên dữ liệu này chỉ là dạng 2 
chiều (2D). Trong khi người kỹ sư khi vận hành cần một hình 
dung 3D để đảm bảo rằng robot không di chuyển ra ngoài 
vùng làm việc hoặc chọn quỹ đạo thao tác rơi vào vùng có 

chỉ số MTI lớn nhất nhằm cực đại hoá hiệu suất truyền động 
cơ khí. 

Hình 1 cho thấy một cách biểu diễn vùng làm việc 
thường thấy trong các catalog do nhà sản xuất cung cấp. 

 
Hình 1a. Vùng làm việc dạng 2D 

 
Hình 1b. Vùng làm việc dạng 3D 

Với vùng làm việc như ở hình 1a, hình chiếu đứng của nó 
trùng với tiết diện đứng và tại đó diện tích cũng như chu vi 
bao của hình này là cực đại. Có thể quan niệm rằng toàn bộ 
vùng làm việc bao gồm các lát cắt như vậy chồng lên nhau, 
nếu các lát cắt này có thể xác định bằng cách tìm ra đường 
bao của từng lát và định vị trí của chúng chính xác theo 
hướng quan sát. Lúc này bài toán chuyển về việc tìm các 
điểm thuộc bao vùng làm việc trên mỗi lát cắt này. 

2.1.2. Thuật toán tìm điểm thuộc bao vùng làm việc  

 
Hình 2. Các bước tìm kiếm theo đường thẳng 

Giả sử tại lát cắt thứ j, tại hướng tìm kiếm δ với ba điểm 
khảo sát liên tiếp là pi-1, pi, pi+1 như trên hình 2. Giả sử chia 
lưới toàn bộ mặt phẳng khảo sát trong đó mắt lưới dạng chữ 
nhật với pi+1 và pi-1 là hai điểm liên tiếp thuộc cùng một cạnh 
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hình vuông. Nếu pi-1 thuộc vùng làm việc thì bài toán động 
học ngược tại đó phải có nghiệm, tương tự nếu pi+1 không 
còn thuộc vùng làm việc thì bài toán động học ngược tại đó 
là vô nghiệm. Có thể tính gần đúng rằng do đoạn pi-1pi+1 đủ 
nhỏ nên pi là trung điểm của đoạn này thuộc bao của vùng 
làm việc ở mặt phẳng đang khảo sát. Như vậy vấn đề đặt ra 
là cần có một giải thuật đủ mạnh để giải lặp lại các bài toán 
ngược cho toàn bộ vùng khảo sát, nội dung này sẽ được 
trình bày ở mục 2.2. 

Toàn bộ chu vi đường bao được hình thành bằng cách 
nối các điểm pi lại với nhau thành một chu tuyến khép kín. 
Toàn bộ bao không gian của vùng làm việc được hình thành 
bằng cách xếp các lớp cắt theo đúng định vị của chúng. 

2.2. Phương pháp giải bài toán động học ngược 
2.2.1 Sự thay đổi kiểu bài toán động học 
Xét lược đồ hình 3 mô tả quan hệ định vị điểm TCP. 

 

 
Hình 3. Vòng véc tơ hình thành trên robot và vòng véc tơ ảo 

Có thể nhận thấy trên nguyên tắc mô hình hóa hai loại 
robot nói trên, bài toán động học của chúng cuối cùng đều 
có chung dạng véc tơ: 

A�A�. . . A�. T = X. E. R                             (1) 

Hay dạng đồng nhất dưới dạng đại số: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

s� = a��

a� = a��

a� = a��

p� = a��

p� = a��

p� = a��

                                               (2) 

Bài toán nói trên thể hiện dưới hình thức một bài toán tối 
ưu: 

�
L = f(q�, q�, . . . q�) → min
q� ∈ D;
i = 1 ÷ n

                      (3) 

Đây là bài toán tối ưu, nghiệm của (3) phải là nghiệm của 
(2) vì vậy hàm mục tiêu được xác định theo (3) có dạng (4): 

L = (s� − a��)� + (a� − a��)� + (a� − a��)� 

      +(p� − a��)� + (p� − a��)� + (p� − a��)�                (4) 

Bài toán (3) nói trên được xác định chạy ổn định với giải 
thuật GRG cho độ chính xác rất cao [1], phù hợp các bài toán 
kỹ thuật quy mô lớn. 

2.2.2. Phương pháp GRG 
Phương pháp GRG [1] được xác định là phù hợp để giải 

quyết các bài toán dạng (3), nó cho phép xử lý các bài toán 
tối ưu có đặc điểm phi tuyến, siêu việt với quy mô đến 200 
biến. 

Xét bài toán lồi có ràng buộc tuyến tính sau: 
(LC)  min   f (x) 
Sao cho  Ax = b, 
x ≥ 0 

 
                 (5)

Các giả thuyết:  
+ f  là khả vi và liên tục; 
+ Mỗi tập con của m cột của ma trận A cỡ m × n là độc 

lập tuyến tính; 
+ Mỗi điểm cực trị của tập khả thi có ít nhất m phần tử 

dương (giả thuyết không suy biến). 
Hoàn toàn chứng minh được rằng theo giả thuyết không 

suy biến, mỗi x ∈ ℱcó ít nhất m phần tử dương. 
Nếu x ∈ �, gọi một tập gồm m cột B của A là một cơ sở 

nếu xi > 0 thì cột i là một cột của B. Chia x thành biến cơ 
sở x�và các biến không cơ sở x� sao cho các biến cơ sở  
x� > 0 tương ứng với các cột của B. Chú ý rằng x� không bắt 
buộc bằng 0. 

Để đơn giản các ký hiệu, giả thiết rằng có thể phân chia 
ma trận A thành A = [B, N] và phân chia x cho phù hợp, với 
x� = [x�, x�]�. Do đó ta có thể viết lại Ax = b thành: 

  Bx� + Nx� = b                     (6) 
Do đó              x� =  B��b − B��Nx�                        (7) 
(B�� tồn tại theo giả thuyết) 
Với x ∈ ℱ, chúng ta sẽ chọn B là các cột tương ứng với 

các thành phần lớn nhất m của x. 
Các biến cơ sở x� bây giờ có thể bị loại bỏ khỏi bài toán 

(5) để có được bài toán cực tiểu: 
 min f�(x�) 
Sao cho B��b − B��Nx� ≥ 0,                  (8) 
x� ≥ 0, 
Trong đó, f�(x�) =  f(x) = f(B��b − B��Nx�, x�) . 
a) Sự khởi tạo 

Chọn một điểm bắt đầu �� ≥ 0 sao cho Ax = b. Để k = 0 
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A1

A2

A3

T
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E

R
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On

An

joint spaces work space

base point

tool point
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b) Bước chính 

[1.1] Hình thành B từ những cột của A tương ứng với các 
thành phần lớn nhất m của x�. 

Xác định N là các cột còn lại của A, xác định x�là các phần 
tử của x� tương ứng với B,và xác định x� tương tự. 

[1.2] Tính gradient giảm r từ; 

[1.3] Tính s� từ (2.10) và s�. Hình thành s� từ s� và s�. 

[1.4] Nếu s� = 0, DỪNG LẠI (x� là một điểm KKT) 

c) Line search 

[2.1] Tính λ���; 

[2.2] Thực hiện thuật toánline search 

λ� = arg min
��������

f�x� + λs��.                                      (9) 

[2.3] Đặt x��� = x� + λ�s� và thay k bằng k + 1. 

[2.4] Lặp lại bước chính. 

3. KẾT QUẢ VÀ BÀN LUẬN 
Xét mô hình động học robot IRB 6400R/2.5-120 như 

hình 4. 

 
Hình 4. Thông số robot IRB 6400R 

Từ hình 4 ta có sơ đồ động như hình 5 dạng cấu trúc hở 
tương đương. 

 
Hình 5. Sơ đồ động của robot IRB 6400R 

Thông số kỹ thuật robot dạng sơ đồ cấu trúc trên hình 5 
được rút ra từ sơ đồ kết cấu trên hình 4 theo catalog của 
hãng ABB và tiến hành lập đặt hệ trục tọa độ, xây dựng bảng 
D-H được tóm tắt lại như trong bảng 1.  

Bảng 1. Bảng thông số D-H của robot 

 Rz, θ Tz, d Tx, a Rx, β 

1 (α1) 800 240 900 

2 (α2) 0 1050 00 

3 (α3) 0 225 900 

4 (α4) 1175 0 -900 

Dựa vào kết quả ta có thể xác định được vùng làm việc 
của robot. Với điểm ban đầu tại x = 2160, y = 0, z = 2000 đi 
ngược chiều kim đồng hồ, cỡ mắt sàng là 120mm. 

 
Hình 6. Vùng làm việc của robot dạng cắt lớp 2D 

 
Hình 7. Hình chiếu đứng các lớp cắt khi định vị đúng thứ tự và khoảng cách 

 
Hình 8. Hình chiếu bằng khi định vị các lớp cắt theo đúng thứ tự và khoảng 

cách 
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Hình 9. Vùng làm việc dạng cắt lớp sau khi hoàn thiện định vị dạng trục đo 

Liên quan đến tính hiệu quả của giải thuật này cần biết 
rằng dữ liệu khảo sát vùng làm việc theo phương pháp đề 
xuất có dạng đám mây điểm. Để tự động hoá việc lọc dữ liệu 
là điều kiện quyết định thành công của giải thuật. Tác giả đã 
ứng dụng VBA kết hợp với Solver để tự động hoá toàn bộ 
quá trình này cho kết quả như trên hình 9. 

4. KẾT LUẬN 
Xuất phát từ nhu cầu hiểu biết chính xác về đặc điểm kỹ 

thuật của robot bất kỳ phục vụ cho vận hành. Hình dáng và 
thể tích của vùng làm việc cũng như lỗ trống (hay điểm kỳ 
dị) là những thuộc tính cần phải biết. Thông qua kết hợp 
phương pháp cắt lớp vùng làm việc và bài toán động học 
ngược giải số với GRG tác giả đã tạo ra được dữ liệu chi tiết 
của vùng làm việc dạng 3D, đây cũng là mục đích của bài 
báo. Với phương pháp này có thể xác định được vùng làm 
việc của bất kỳ robot nào mô hình hoá được động học của 
nó một cách chính xác. Đây là tiền đề để tiếp tục thiết kế quỹ 
đạo của robot trong không gian công tác với hai mục đích 
cơ bản, tránh các điểm kỳ dị và ưu tiên các vùng có hệ số MTI 
(hệ số truyền lực) lớn. Đây là bài toán phải thực hiện khi 
muốn điều khiển một robot trong không gian công tác của 
nó, hầu hết các robot phức tạp không có lời giải bài toán 
động học ngược dưới dạng giải tích nên phương pháp mà 
bài báo này giới thiệu rất có ích trong trường hợp đó. 

Với robot trong bài này là một robot chuỗi nên nó không 
có các kỳ dị trong vùng làm việc mà chỉ có các điểm kỳ dị 
biên dưới dạng không với tới. Nó sẽ cần chú trọng nhiều hơn 
ở các robot song song. Việc giải được bài toán động học 
ngược với dữ liệu dạng đám mây trong toàn bộ vùng làm 
việc như ở đây là điều kiện quan trọng để tự động hoá tính 
toán các hệ số truyền MTI đối với các robot song song. 
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