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TÓM TẮT 
Về mặt cơ học, robot song song là một hệ nhiều vật có cấu trúc mạch vòng 

nên phương trình động lực học thường phải sử dụng tọa độ suy rộng dư. Bài toán 
động lực học ngược là một vấn đề phức tạp nhưng có ý nghĩa khoa học vì robot 
song song có những lợi thế nhất định so với robot chuỗi. Bài báo này đề xuất hai 
phương pháp giải bài toán động lực học ngược cho robot song song. Tiếp theo là 
mô phỏng số bài toán này với một bộ số liệu cụ thể cho robot song song Delta 
không gian. Các kết quả này được so sánh với một công trình khác đã công bố bằng 
phương pháp công ảo. Việc đi sâu nghiên cứu, tính toán bài toán động lực học 
ngược có ý nghĩa trong việc thiết lập các luật điều khiển và nâng cao chất lượng 
làm việc của robot song song. 

Từ khóa: Động lực học ngược, Lagrange, robot song song, phương pháp số. 

ABSTRACT 
In aspect of mechanics, parallel robots are a multi-body system with a close 

loop structure; thus, their dynamics equations typically use redundant 
generalized coordinates. In addition, The inverse dynamics problem is complex 
but scientifically significant because parallel robots have certain advantages over 
serial robots. This research proposes two methods to solve the inverse dynamics 
problem of parallel robots. The next step is simulating this problem with a specific 
spatial Delta parallel robot data set. These results are compared with another 
published work by virtual work method. Deeply researching and calculating the 
inverse dynamics problem is meaningful in establishing control laws and 
improving the working quality of parallel robots. 
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1. GIỚI THIỆU 
Khái niệm robot có cấu trúc song song được Gough và 

Whitehall đưa ra vào năm 1962 [1]. Robot song song có độ 
cứng vững cao và khả năng chịu tải từ các thiết bị truyền 
động hoạt động song song để hỗ trợ tải. Độ chính xác vị trí 
của robot song song cao vì các sai số được bù trung bình từ 

sai số của từng chân do cấu trúc song song mà không bị tích 
lũy như robot chuỗi. Trong khi các chuỗi động học tạo ra các 
ràng buộc và giới hạn về không gian làm việc, các thiết kế 
điển hình có đặc tính quán tính thấp. Các lĩnh vực ứng dụng 
robot song song bao gồm: Máy CNC, máy chính xác cao, máy 
móc tự động hóa trong bán dẫn và công nghiệp lắp ráp điện 
tử tốc độ và gia tốc cao.  

Về mặt cơ học, robot song song là hệ nhiều vật có cấu 
trúc mạch vòng. Tính toán động lực học là bài toán cần thiết 
để thiết kế và nâng cao chất lượng điều khiển của robot song 
song. Các phương pháp thiết lập phương trình động lực học 
của hệ nhiều vật cấu trúc mạch vòng được đề cập khá kỹ 
trong các tài liệu [2, 3]. Sau đó bài toán động học, động lực 
học được đề cập cụ thể hơn trong các tài liệu về robot song 
song [4].  

Các vấn đề động học, động lực học của hệ nhiều vật có 
cấu trúc mạch vòng được tác giả Nguyễn Văn Khang đề cập 
khá kỹ trong [5]. Trong các tài liệu này, tác giả đưa ra cách 
thức thiết lập các phương trình động lực học của hệ nhiều 
vật có cấu trúc cây bằng các phương trình Lagrange loại 2. 
Với các robot song song tác giả sử dụng phương pháp tách 
cấu trúc và phương pháp Lagrange dạng nhân tử để thiết 
lập phương trình chuyển động của robot. Tác giả đã trình 
bày hai phương pháp số giải bài toán động lực học ngược 
robot song song [6, 7]. Đó là phương pháp dựa trên các 
phương trình Lagrange dạng nhân tử và phương pháp dựa 
trên các phương trình vi phân thu gọn về các tọa độ tối 
thiểu. Đặc biệt phương pháp thứ hai rất thuận tiện cho bài 
toán điều khiển robot. Các vấn đề về xây dựng mô hình động 
lực học, ảnh hưởng của mô hình đến độ chính xác của bài 
toán cũng được nghiên cứu trong các công trình gần đây [8-
10]. 

Bài báo này tính toán động lực học ngược của robot song 
song không gian Delta bằng phương pháp giải trực tiếp từ 
phương trình Lagrange dạng nhân tử và phương pháp khử 
các nhân tử Lagrange. Sau đó tiến hành mô phỏng số bài 
toán này bằng hai phương pháp kể trên và so sánh với một 
công trình khác tương ứng với cùng bộ số liệu để đánh giá, 
đối sánh kết quả. 
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2. PHƯƠNG PHÁP SỐ GIẢI BÀI TOÁN ĐỘNG LỰC HỌC 
NGƯỢC ROBOT SONG SONG 
2.1. Phương pháp giải trực tiếp từ phương trình 
Lagrange dạng nhân tử 

Phương trình chuyển động tổng quát của robot có dạng 
như sau:  

T
s λ τM(s)s+C(s,s)s+g(s) Φ s   + ( ) 

 (1)
 

( )f s 0  (2) 

Gọi f
a q   là véc tơ các tọa độ khớp chủ động, rz   

là véc tơ các tọa độ suy rộng dư (bao gồm các tọa độ khớp 
bị động và tọa độ thao tác). Ký hiệu: 
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Trong các phương trình (1) và (2) ta có: 
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Bài toán động lực học ngược của robot song song được 
phát biểu như sau: Cho biết hệ phương trình chuyển động 
của robot dạng (1), (2), cho biết quy luật chuyển động của 

khâu thao tác   mt ,  x x x   . Xác định mô men/ lực của 

các khâu dẫn động f
aτ   cần thiết để tạo ra chuyển động 

mong muốn của khâu thao tác. Sơ đồ khối của bài toán động 
lực học ngược như sau: 

 
Hình 1. Sơ đồ khối bài toán động lực học ngược 

2.2. Giải bài toán động lực học ngược bằng phương pháp 
khử các nhân tử Lagrange  

Phương pháp này sẽ không giải trực tiếp phương trình 
(1) mà tìm cách khử nhân tử Lagrange λ, biến đổi hệ phương 
trình vi phân - đại số(1), (2) về hệ phương trình chỉ có các ẩn 
là mô men khớp chủ động τa. 

Ta phân tập các toạ độ vật lý s1,…, sn thành hai tập con: 
Tập các toạ độ suy rộng độc lập q1,…, qf và tập các toạ độ 
suy rộng phụ thuộc z1,.., zr. Chú ý rằng f + r = n. Số lượng các 
toạ độ suy rộng phụ thuộc bằng số lượng các phương trình 
liên kết bổ sung. Ma trận Φs có dạng: 

Để biến đổi, ta sẽ sử dụng các ký hiệu 
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Bây giờ ta đưa vào ký hiệu: 

1
z q

( , ) 

 
 
  




E
R q z

Φ Φ  (4) 

trong đó, E là ma trận đơn vị cỡ fxf. 
Theo tài liệu [5, 11], giữa ma trận R và ma trận Φs có hệ 

thức liên hệ 
T T

s R Φ 0  (5) 

Nhân hai vế phương trình (1) với ma trận RT(s) ta được: 

          T T T
s,   R s M s s C s s s g s Φ s λ R τ  

 

(6) 

Véc tơ τ được biểu diễn dưới dạng sau: 
TT

a   τ τ 0  (7) 

trong đó f
aτ  là véc tơ mô men/ lực tác động lên các 

khâu dẫn. 
Chú ý đến công thức (5), (6) ta suy ra: 

           T T T
a,  R s M s s R s C s s s R s g s τ    (8) 

Các đại lượng ở vế trái của phương trình (8)  đã được biết 
từ kết quả của bài toán động học ngược. Do vậy, các mô men 
khớp chủ động được tính theo phương trình này và đặc biệt 
phương trình này rất thuận tiện trong bài toán tìm mô men 
điều khiển cho robot song song. 

Các bước giải bài toán động lực học ngược theo phương 
pháp này: 

Bước 1: Giải bài toán động học ngược. Cho biết x(t) và 
f(q, x) = 0. 

Tính (t),  (t),  (t)s s s   

Bước 2: Tính các ma trận 
1

z q z( ),  ( ),  ( )  ( )  ( )  ( )  ( )Φ s Φ s Φ s , R s , M s , C s,s , g s  

Bước 3: Tính các mô men (lực) các khâu dẫn theo công 
thức (8). 
2.3 So sánh hai phương pháp giải bài toán động lực học 
ngược 

Phương pháp giải trực tiếp khá đơn giản vì sau khi giải 
được kết quả bài toán động học ngược thay các kết quả này 
trực tiếp vào phương trình Lagrange dạng nhân tử sẽ thu 
được hệ phương trình đại số tuyến tính với ẩn là mô men 
dẫn động τa và các nhân tử Lagrange λ. Giải hệ phương trình 
đại số tuyến tính này và tách kết quả sẽ thu được các mô 
men dẫn động cần tìm của bài toán.  

Phương pháp khử nhân tử Lagrange sau khi giải bài 
toán động học ngược, để tính mô men dẫn động theo công 
thức (8) phải tính ma trận trung gian theo công thức (4). 
Trong ma trận này có chứa ma trận nghịch đảo, đôi khi 
trong tính toán sẽ gặp phải trường hợp ma trận bị suy biến 
không mong muốn. Thêm việc phải thực hiện một số phép 
biến đổi mới dẫn đến phương trình (8) khiên cho phương 
pháp này phức tạp hơn phương pháp giải trực tiếp. Tuy 
nhiên phương pháp này cho phép tính được mô men dẫn 
động một cách tường minh theo công thức (8) sẽ thuận 
tiện trong bài toán điều khiển. 
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Từ phân tích hai phương pháp ở trên, nếu bài toán chỉ 
dừng lại ở việc giải bài toán động lực học ngược thì phương 
pháp giải trực tiếp sẽ có ưu thế hơn vì tính đơn giản của nó. 
Tuy nhiên, nếu việc tính toán động lực học ngược để thực 
hiện việc điều khiển thì phương pháp khử nhân tử Lagrange 
sẽ rất thuận tiện.   

3. MÔ PHỎNG SỐ BÀI TOÁN ĐỘNG LỰC HỌC NGƯỢC 
ROBOT SONG SONG DELTA KHÔNG GIAN 

Để đánh giá sự đúng đắn của các hai phương pháp mà 
bài báo đề cập, bài toán động lực học ngược robot song 
song Delta không gian như hình 2 được tính với bộ số liệu 
các tham số của các tác giả Y. Li và Q. Xu [12] và sử dụng mô 
hình tương tự cho trong bảng 1. 

Bảng 1. Các tham số robot theo tài liệu [12] 

L1 L2 R r α1 α2 α3 m1 m2 mP 

0,2 
(m) 

0,2 
(m) 

0,16 
(m) 

0,12 
(m) 

0 
(rad) 

π/2 
(rad) 

π 
(rad) 

0,3 
(kg) 

0,1 
(kg) 

0,4 
(kg) 

 
Hình 2. Robot Delta  

Quy luật chuyển động của khâu thao tác (tâm P của bàn 
máy động): 

P P P

π
x 0,1sin(πt); y 0,1cos(πt);z 0,29 0,05cos( t) (m)  

2
     

Bảng 2. So sánh kết quả của bài báo và công trình [12]
 

 Kết quả bài báo Kết quả công trình [12] 

Cá
c m

ô m
en

 dẫ
n đ

ộn
g 

  
Nhận xét: Từ bảng 2, kết quả của bài báo này khi tính toán 

bằng hai phương pháp là như nhau và đặc biệt kết quả này 
cũng trùng khớp với kết quả của công trình [12]. Trong đó 
công trình [12] giải bằng phương pháp công ảo (virtual 
work) cũng là khử nhân tử Lagrange. Như vậy cả hai phương 
pháp khác nhau và kết quả của bài báo đều như nhau. Điều 
đó cho thấy kết quả của bài toán động lực học ngược được 
tính toán trong bài báo là chính xác và tin cậy được. 

4. KẾT LUẬN 
Robot song song có một số lợi thế nhất định so với robot 

chuỗi nên thu hút sự quan tâm nghiên cứu của các nhà khoa 
học. Động lực học ngược robot song song không gian là vấn 
đề khoa học phức tạp và còn cần thiết đi sâu nghiên cứu. Bài 
báo này đi sâu phân tích và mô phỏng số hai phương pháp 
giải bải toán động lực học ngược robot song song. Phương 
pháp thứ hai rất thuận tiện trong việc tính toán mô men điều 
khiển cho robot. Các kết quả mô phỏng này cũng được so 
sánh với công trình khác và kết quả hoàn toàn tương đồng 
về mặt đồ thị. Ý nghĩa của bài toán ngoài việc tính toán các 
mô men dẫn động để xác định công suất của động cơ dẫn 
động còn có ý nghĩa trong việc thiết lập các luật điều khiển 
bằng mô men tính toán khi sử dụng phương pháp thứ hai. 
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