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TÍNH GIẢI ĐƯỢC ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH VI TÍCH PHÂN 
PHÂN THỨ NỬA TUYẾN TÍNH DẠNG LATTICE 
SOLVABILITY FOR FRACTIONAL SEMILINEAR LATTICE INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION 

Nguyễn Như Quân  
 

TÓM TẮT  
Trong bài báo này, tác giả nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của toán tử giải 

thức sinh ra bởi một toán tử dạng lattice và nghiên cứu sự tồn tại cũng như tính 
duy nhất nghiệm của phương trình vi tích phân phân thứ dạng lattice bằng cách 
sử dụng nguyên lí điểm bất động Banach.  

Từ khóa: Sự tồn tại nghiệm, toán tử lattice, nguyên lí điểm bất động Banach. 

ABSTRACT 
In this paper, author studies the behavior of α-resolvent operator generated by 

a lattice operator and the existence and unique of solution for fractional semilinear 
lattice integro-differential equation by using Banach fixed point theorem.  
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ở đây hàm chưa biết 2( ) ( )(t) , (1,2)i iu t u α     và  A là 
toán tử dạng lattice được định nghĩa ở phần sau, hàm phi 
tuyến 2 2f C([0, ;) )     . Các hệ vi phân dạng lattice 
được nghiên cứu và có nhiều ứng dụng ở nhiều lĩnh vực 
khác nhau trong khoa học cũng như kỹ thuật khi mà cấu 
trúc không gian có đặc tính rời rạc. Có thể kể đến những ví 
dụ tiêu biểu như bài toán xử lý hình ảnh [4, 5] bài toán nhận 
dạng [6] phản ứng hóa học [7, 8], kỹ thuật điện [2],…. Mặt 
khác, các hệ lattice phát sinh từ việc rời rạc không gian của 
phương trình đạo hàm riêng. Về vấn đề này, để tìm hiểu các 

nội dung chi tiết chúng tôi giới thiệu đến đọc giả công 
trình  của Hale [3]. 

Để viết lại hệ phương trình (1) ở dạng tổng quát trong 
không gian 2 . Với mỗi dãy  ( )i iu u   , trong 2 , ta đặt: 
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         (2) 

với mỗi ,i μ    . 

Ta thấy rằng: 
A = -A0 - µI; A0 = BB* = B*B; (B*u, v) = (u, Bv) 

với mọi , 2u v    

Khi đó, hệ (1) tương đương  hệ sau với 2( )i iu u    : 
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2. TOÁN TỬ GIẢI THỨC VÀ NGUYÊN LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG 
Kí hiệu ( )X  là không gian các toán tử tuyến tính bị 

chặn trên X. Sau đây là một số khái niệm và các kết quả về 
toán tử giải thức liên quan đến vấn đề nghiên cứu trong bài 
báo này. 

Định nghĩa 2.1: Cho A là một toán tử tuyến tính, bị 
chặn với miền xác định D(A) trên không gian Banach  X. Ta 
nói rằng, A là toán tử sinh của một α-giải thức nếu tồn tại 

ω và một hàm liên tục mạnh : ( )αS X    sao cho 
α{λ : Reλ ω} ρ(A)   và 

α 1 α 1 λt
α

0
λ (λ I A) x e S (t)xdt, Reλ ω, x X.


       

Vấn đề nghiên cứu về sự tồn tại của α-giải thức đã được 
thảo luận  trong [1]. Cụ thể, cho A là một toán tử tuyến tính 
đóng và xác định trù mật. Giả sử rằng, A là một toán tử quạt 

kiểu (ω, θ), nghĩa là, tồn tại , ( , ),
π

ω θ 0 M 0
2

    sao cho 

giải thức của nó nằm trong ,\ ω θ

 
và 
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ở đây 

ω,θ {ω λ : λ ,| arg( λ)| θ}.       

Trong trường hợp ( / )0 θ π 1 α 2   , Sα(.) tồn tại và có 
biễu diễn sau: 

( ) ( ) , ,tλ α 1 α 1
α

γ

1
S t e λ λ I A dλ t 0

2πi
       

ở đây, γ là đường cong thích hợp nằm ngoài ,ω θ . 

Định lí 2.2. ([1, Theorem 1]) Cho : ( )A D A X X   là 

toán tử quạt kiểu (ω, θ) với 0 (1 / 2)θ π α   . Khi đó tồn 
tại C > 0 độc lập với t sao cho: 
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với t ≥ 0. 
Một trong những kết quả chính của bài báo này là 

chứng minh được tính chất liên quan đến dáng điệu của 
Sα(.) sau: 

Mệnh đề 2.3: Cho A là toán tử được định nghĩa (2) và 
( / )0 θ π 1 α 2   . Khi đó, tồn tại C > 0 độc lập với t sao cho: 

|| ( ) ||α α

C
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 với t ≥ 0. 

Chứng minh 
Lưu ý rằng A là một toán tử bị chặn, tự liên hợp do đó 

σ(A) tập giải của A là tập các số thực compact. 
Trước hết, ta chứng minh rằng 

{λ :  Re λ μ} ρ(A)   .  

Lấy 2x   sao cho ( )λI A x 0  . Ta có: 

0
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Điều này dấn đến 2 2( Re λ μ)| x | |Bx | 0 x 0      và 

( ) { }Ker λI A 0  . Vì vậy, λI - A là một đơn ánh và ( )λ ρ A . 

Tiếp theo, ta cần chứng minh rằng tồn tại một hằng số 
M sao cho: 

1 M
(λI A) , λ C,  Re λ μ.

| λ ω |
    


‖ ‖  

Lấy λ ,  Re λ μ  . Với 2u  tồn tại 2f   sao cho 

  1λI A f u
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Vì vậy: 
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Điều này có nghĩa A là toán tử quạt kiểu (-µ, θ). Áp dụng 
Định lí 2.2  ta có điều phải chứng minh. 

Định nghĩa 2.4: Hàm ([ , ]; )2u C 0 T   được gọi là một 
nghiệm tích phân của bài toán (1) trên đoạn [0, T] nếu và 
chỉ nếu u(0) = u0 và 

( ) ( ) ( ) ( , ( )) ,
t

α 0 α
0

u t S t u S t s f s u s ds         
(4)

 
với mỗi [0, ]t T . 

Xét : ([ , ]; ) ([ , ]; )2 2C 0 T C 0 T  , xác định bởi 

( )( ) ( ) ( ) ( , ( )) , [ , ].
t

α 0 α
0

u t S t u S t s f s u s ds t 0 T   
     

(5) 

Khi đó, u là một nghiệm tích phân của (1) nếu nó là một 
điểm bất động của toán tử nghiệm . 

Định nghĩa 2.5. Cho (X, d)  là một không gian metric. 
Khi đó ánh xạ T: X → X được gọi là một ánh xạ co trên X nếu 
tồn tại [ , )q 0 1   sao cho: 

( ( ), ( )) ( , )d T x T y qd x y , 

với mọi , .x y X  

Định lí 2.6. (Nguyên lí ánh xạ co Banach): Cho (X, d)  
là một không gian metric đủ và  T: X → X là một ánh xạ co. 
Khi đó T có điểm bất động duy nhất x* trong X (nghĩa là 
T(x*) = x*). Hơn nữa, có thể tìm x* như sau: bắt đầu bằng một 
phần tử bất kì 0x X  và định nghĩa dãy xn  bởi xn = T(xn-1), 
khi đó xn → x*. 

3. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM 
Để nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài 

toán (1), tác giả đưa ra giả thiết sau: 

(F) Hàm phi tuyến 2 2f :    

 
thỏa mãn: 

( , ) ( , ) ( )2 2f t u f t v m t u v  
 

‖ ‖ ‖ ‖  với hàm 1
locm(t) L ( )   

là hàm không giảm. 

Định lí 3.1: Giả sử giả thiết (F) được thỏa mãn. Khi đó, 
bài toán (1) có nghiệm duy nhất ([ , ]; )2u C 0 T   với điều 
kiện 
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 ‖ ‖ .         (6) 

Nhận xét 3.2: Nhờ Mệnh đề 2.2, ta thấy rằng điều kiện 
(6) được thỏa mãn nếu ta chọn hàm m(t) = Ntβ với α - β > 1. 

Chứng minh Định lí 3.1 
Ta thấy rằng toán tử nghiệm   là ánh xạ từ 

([ , ]; )2C 0 T   vào chính nó. Để áp dụng dụng nguyên lí ánh 
xạ co Banach ta sẽ chứng minh   là một ánh xạ co. Nhắc 
lại rằng: 

( )( ) ( ) ( ) ( , ( )) , [ , ].
t

α 0 α
0

u t S t u S t s f s u s ds t 0 T     

Lấy , ([ , ]; )2u v C 0 T  , nhờ giả thiết (F), ta có: 
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Do vậy: 

  || ( ) ( ) || || || ,u v k u v      

ở đây: 
t

0t 0
sup S (t s) m(s)dk s 1.


   ‖ ‖  

Vậy,   là một ánh xạ co. Áp dụng Nguyên lí ánh xạ co 
Banach suy ra toán tử nghiệm   có điểm bất động duy 
nhất u*. Từ đó ta có thể kết luận bài toán (1) có nghiệm 
duy nhất. 

4. KẾT LUẬN 
Kết quả chính của bài báo này là chứng minh được tính 

chất liên quan đến dáng điệu tiệm cận của toán tử giải thức 
Sα(t) sinh ra bởi toán tử dạng lattice A. Từ đó, áp dụng 
nguyên lí điểm bất động Banach để chứng minh sự tồn tại 
và duy nhất nghiệm của bài toán (1). 
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